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CHAPITRE L 

GÉNÉRAUTÉS SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 



I. — Préliminaires. 

Une équation différentielle est une relation entre une ou 
plusieurs variables, une ou plusieurs fonctions inconnues de 
ces variables et leurs dérivées ou leurs différentielles. 

Il Y a trois espèces d*équations différentielles : 

I® Les équations différentielles ordinaires, qui ont lieu 
entre une ou plusieurs fonctions d^une seule variable et leurs 
dérivées ; l'ordre d'une équation différentielle ordinaire est /i, 
quand elle contient des dérivées d'ordre n sans contenir de 
dérivées d'un ordre plus élevé. 

2® Les équations aux dérivées partielles, qui ont lieu entre 
une ou plusieurs fonctions de plusieurs variables et leurs 
dérivées; l'ordre d'une équation aux dérivées partielles est n 

L. — Traité d'Analyse, V. i 



2 CHAPITRE I. 

quand elle contient des dérivées d'ordre n sans contenir de 
dérivées d'un ordre plus élevé. 

3** Les équations aux différentielles totales, qui ont lieu 
entre une ou plusieurs fonctions de plusieurs variables, les 
différentielles des variables et les différentielles totales des 
fonctions. L'ordre d'une équation aux différentielles totales 
est n quand elle contient des différentielles d'ordre n, sans 
en contenir d'un ordre plus élevé. 

Intégrer, ou résoudre une équation différentielle, ou un 
système d'équations différentielles, c'est trouver la forme 
qu'il faut attribuer aux fonctions contenues dans cette équa- 
tion ou dans ce système, pour que cette équation ou ce 
système d'équations se réduise à une identité ou à un 
système d'identités. 

Nous démontrerons que les équations différentielles ordi- 
naires et aux dérivées partielles admettent ordinairement 
des solutions, et même en général des solutions en nombre 
infini. Au contraire, les équations aux différentielles totales 
n'en admettent que si elles satisfont à certaines conditions. 

Quoi qu'il en soit, on peut voir immédiatement que si une 
équation peut être ramenée à la forme 

dU désignant une différentielle exacte, elle admettra la solu- 
tion unique U ^^ const. C'est souvent en ramenant une équa- 
tion à cette forme que l'on parvient à l'intégrer, c'est souvent 
une équation de cette forme que l'on cherche à déduire 
d'équations données pour en découvrir une solution (*). 

II. — Théorème fondamental. 

Soient t une variable réelle et x, y^ z^ ... un système 
de V fonctions inconnues de t. Si les fonctions (p, y , ^, ... 



(') Le lecteur pourra passer tout de suite au Ghap. Il s'il voit le Calcul 
intégral pour la première fois, en admettant pour le moment que toute 
équation diflërentielle à une inconnue a une solution renfermant autant 
de constantes arbitraires qu'il y a d'unités dans son ordre. 
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de x^ y^ Zy . . . , t restent finies et continues y ainsi que 
leurs dérivées, quand x^ y^ z, . . ., t varient dans le voisi- 
nage de Xqj yoy Zq^ . . . , ^o> l^^ équations différentielles 

, . dx dy dz , 

<"> di^f' dj=y^' di=^^ ■■■ 

admettront une solution telle que, pour t = t^^ on aura 
X = Xoj y =^0? z = Zq^ .... 

La première démonstration de ce théorème a été donnée 
parCauchy : elle se trouve exposée dans le Calcul différentiel 
et intégral de Tabbé Moigno; la seconde, fondée sur l'emploi 
des séries, a été également donnée par Caiichy ; elle se trouve 
également consignée dans l'Ouvrage cité et dans les Nouveaux 
Exercices d^ Analyse et de Physique mathématique. 

Dans la démonstration qui va suivre, je désignerai par la 

lettre 8 une quantité comprise entre — i et -f- 1 , la même 

lettre 9 pouvant désigner des quantités très différentes : en 

d'autres termes, la notation 8a représentera une quantité 

comprise entre — a et H- a, en sorte que l'on aura par 

exemple 

a-f- 6a = aÔa. 

Nous dirons que les variables x^y^z^ . . . , f sont comprises 
dans le domaine L si ^ varie entre t^ — â: et ^o + ^% et si en 
même temps x varie entre x^ — atlx^-^a^y entre j^o — * 

EnGn nous supposerons que, les variables restant comprises 
dans le domaine L, les fonctions (p, y , ^^ • • • et 



restent finies et continues. Posons maintenant, en appelant h 
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I 

une quantité très petite, ti = tQ-\- het 






appelons M le maximum de cp pris en valeur absolue dans le 
domaine L, N le maximum de ^, etc. ; il est clair que Ton aura 

si donc h est suffisamment petit, X\yy\^Z{y ... seront com- 
pris dans le domaine L. Supposons qu'il en soit ainsi et 
posons ^2 = ^1 + A et 

xt — Xx-\-f ^{xujTi, ..., t)dt, 
(a) i /-'• 



» 
on aura 

ar, = a?i-t-6AM, J'i =7i-+- 6AN, 

et, par suite 

donc, si h est assez petit, 0^2, ^a, ^2? • • • seront également 
compris dans le domaine L. En continuant ainsi, on posera 
enfin 

(/i) / ^T 






)ûfr, 



et Ton aura 

X = a:o-+- nôAM, Y =70-+- /lÔAN, 



• • » 
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et, si h est suffisamment petit, X, Y, Z, ... seront compris 
dans le domaine L. Il suffira évidemment pour cela que l'on 
ait en valeur absolue 

ou, en observant que /lA = T — t^^ 

a b 

Il résulte de là que Ton peut toujours choisir T assez voisin 
de to pour que, quelque grand que soit n, les quantités T, 
X, Y, ... soient contenues dans le domaine L. Ajoutons 
les formules (i), (2), . . ., (/i); nous aurons 



issn — l ^, 



i^n — l 

i)dt^ 

Ut: 

i = 

(a) { i=n-l 



i - '*■ 



On simplifiera un peu ces équations en appelant \ une fonc- 
tion de t assujettie à rester égale à x^ quand t varie de t^ 
à ^1 , à rester égale à X\ quand t varie de ^4 à ^2? - * ? en appe- 
lant 7\ une fonction assujettie à rester égale à y^ quand t 
varie de ^0 à ^1 , à rester égale à j^< quand t varie de ^1 à ^2? • • • 
et alors en eflet les formules (a) s'écriront 



Cela posé, je suppose que T soit une valeur fixe de t con- 
tenue dans le domaine L : je dis qu'en faisant croître indéfi- 
niment le nombre n les quantités X, Y, Z , ... tendront 
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vers des limites finies fonctions de T. En effet, comparons 
d'abord les valeurs (b) avec celles-ci 



nous aurons 






ou 



T 

X — Xo= y [(^— aro)cpi(a7o-l-6Ç — iToiJ'o-HÔTQ— J^o, •••» O^"---]^'- 

Appelons alors [jl une quantité plus grande que la plus grande 
des quantités ©, y, . . , , Çi, cdj, . . . , y^, , y^2> • • • » dans le do- 
maine L, observons ensuite que, Ç — Xq étant une des quan- 
tités, jc,- — Xo est de la forme «A9Mou nAÔM oumême/iAOjjL; 
la formule précédente deviendra 

T 

X — Xo=; f v/iAe[x«rff = (T — fo)vnAe{x« 

ou encore, en observant que nk^=T — ^o» 

X — xo = ôvjx»(T - to)\ Y - Yo = Ôv{x«(T — fo)', 

Ces formules nous font connaître les différences qui existent 
entre les valeurs de X, Y, . . . , calculées en subdivisant et 
sans subdiviser l'intervalle T — ^o* 

Partageons maintenant l'intervalle T — Iq en n^ parties 
égales, en partageant en n parties égales les intervalles tt — ^oi 
^2 — ^ij • • • • T — tfi^i et appelons X^, Y^, Z^, ... les va- 
leurs de X, Y, Z, ... correspondant à ce mode de division : 
la différence entre X et X^ sera une somme de n quantités de 

la forme 8v[jl2 ( — 11-2 j ; elle sera donc elle-même de la forme 

-^(T — to)'^. Partageons l'intervalle T — ^o en n^ parties 
égales, en subdivisant en n parties égales chacun des nouveaux 
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intervalles, et appelons X', Y', Z', ... les nouvelles valeurs 
de X, Y, Z, . . . , la différence entre X^ etX' sera de la forme 

—^ (T — toY, et ainsi de suite ; on a donc 

X-Xo = evjx«(T-fo)*, 

X» — x = ev l^(T-fo)», 



Xp — X/»-» = Ov -^ (T — /o)' 



et, en ajoutant^ 

x.-x.= ^.v(T-..).(e-HUl+...-i-^). 

Dans cette formule, la lettre désigne des quantités diffé- 
rentes, mais toutes comprises entre — i et -4- i et bien déter- 
minées ; la quantité écrite entre parenthèses est, pour ^ = 00, 
une série convergente et, par suite, X^ a une limite pour/? = 00, 
ou, si l'on veut, X, Y, Z, ... ont des limites bien détermi- 
nées pour 71=00. (Cauchy démontre que cette limite reste 
la même quelle que soit la manière dont on fait croître le 
nombre n, mais ceci est inutile pour le but que nous nous 
proposons.) 

Supposons donc n =r-co et calculons les dérivées des fonc- 
tions X, Y, . . . , données par les formules (6). On a 

^Th-At 
AX 






la quantité placée sous le signe / diffère infiniment peu de 

ç(X, Y, . . . , T) ; on peut donc poser, en appelant e un infini- 
ment petit, 

AX = AT[^(X, Y, ...,T)-4-e] 
et 

^J=cp(X, Y, ...,T)-f-£, 
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quel que soit n; donc, pour /i = oo et AT = o, 

/fX. //Y 

donc : 

I® Les quantités X, Y, . . . , calculées comme il vient d'être 
expliqué, satisfont aux équations différentielles (o). 

2° Pour T = ^o> il est évident qu'elles se réduisent à ^r©, 
yof Zq^ ... respectivement : notre théorème est donc dé- 
montré. 

Le théorème précédent établit l'existence à^une solu- 
tion des équations (o) se réduisant pour t = to k x =Xot 
y =yoi • • • ? mais il n'établit en aucune façon que cette so- 
lution est unique : ce point reste donc à éclaircir. 

Il n'établit l'existence de la solution qu'autant que dans le 
domaine Lies fonctions cp, y., ^, . . . et leurs dérivées restent 
finies et continues; donc, si, en se donnant un domaine L, 
quelque petits que soient A, a, 6, c, . . . , les fonctions ?f , ^, 
^, ... ou leurs dérivées pouvaient y devenir infinies, ou 
indéterminées, ou discontinues, la solution que nous avons 
trouvée pourrait disparaître. Je dis pourrait, parce que, 
dans bien des cas, l'expérience a démontré qu'il existe une 
solution telle que pour t= t^ on ait x = a:©, y =yoy • • • , 
bien que le domaine L dont nous avons parlé n'existe pas. 

La démonstration que nous venons de donner est au fond 
celle de Gauchy simplifiée dans quelques-unes de ses parties. 

in. — Continuité des solntions. 

Supposons maintenant que les fonctions Ç? X' 4*' • • • ^^^' 
tiennent un paramètre a : je dis que les solutions des équa- 
tions 

dx dy dz , 

dont nous avons démontré l'existence, et qui pour ^ = ^o se 
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réduiseDt à Xq^ yoy ^oy • • • ^ sont continues par rapport à ôl. 
En effet, faisons varier a de la quantité g, et appelons <p', y^ 

<|/, . . . les dérivées ^> ^5 ~> • • •; ^1, jKn ^i^ • • • croîtront 

de A| , /:« , /f y • • • > ^29 y2y ^21 • • • croîtront de Aa, A'a» ^a» • • • > 
et même, pour plus de généralité, si l'on suppose Xq, y^^ . . • 
fonctions de a, on pourra supposer que ces quantités elles- 
mêmes varient de Ao, /tq, /oi • • • ^ on aura 

Xi-^ hi=i Xq-t- hf^-r- I ç(^o~^^o> •''^t)dt, 

j^, -h ^1 = >^o -H Xto ■+• • • . , 

> 

et par suite 



^1 = 



+ , 



• • 



En appelant alors M une quantité plus grande que f 1 , cpa, . 

?'' X*» X^» • • •> X'> • • "î dsi^s le domaine L, aucune d'elles 
n'étant supposée infinie, en appelant de plus Hq une quantité 
supérieure à la plus grande des quantités ^, /to, A-q, . • • , prise 
en valeur absolue, H4 une quantité plus grande que la plus 
grande des quantités ^, A| , Ati , . . . , prise en valeur abso- 
lue, etc. y on aura 

Ht = e[Ho-+-(fi— ro)M(v+i)Ho] 
ou, en posant 'z = t^ — /q = ^2 — ^1 = . . . , 

H,= 6Ho[i-htM(v-+-i)]; 
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de même 

H,r.eHi[i-hTMrv-4-i)], 



et, par suite, 

H„=eHo[I-^TM(v-hI)]« 

ou 

OU enfin 

H„ = 6Hoe«fv+i)(T-r.). 

Si donc g est infiniment petit, Hq Je sera, par suite H/, le 
sera aussi, et il en sera de même de hn^ kn^ Ini • • • et de 
leurs limites, ce qui prouve bien la continuité des fonctions 
x^ y^ Zj . . . , par rapport à a et en particulier par rapport à 

^Oî yùt ^Oï • • • • 

Maintenant supposons que, a variant de la quantité g, on 
représente les accroissements de x^y^ z^ ... par x' g^ y g. 
z' gf . . ., les équations (i) deviendront 



—^ = ^{x-\r gx , ...,«), 

équations qui, combinées avec (i), donnent 

dgx' , / X , 

-^ =o(a7-h^ir, ..., 0— ?(^» .••! Oi 

ou bien 

dx* , , , 

= X ^i-f-J^ «pjH*. ..4-<p -4-^0), 



• » 



dt 

(2) \ dy 

dt 



= ^xi-^yxt-^'"-^x -^g^. 



(i), cj, ... désignant des fonctions finies de x^ y^ . . ., x\ 
y y . . . , a, ^. Supposons maintenant dans ces équations (2) 
Xy y^ Zj ... fonctions de t données par les formules (i) : ces 
équations définissent un système de valeurs de x\y\ i;', . . . , 
devenant x\^ y\^ ... pour i=--t^ (et un seul comme on le 
verra plus loin), dans un domaine convenablement choisi. 
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Ces valeurs sont continues par rapport au paramètre ^; donc, 
quand g tend vers o, les solutions tendent vers celles du 
système 

dy' 

cela revient à dire que, pour g=zo, les quantités x\ y ^ . . . , 
ont des limites et que, par suite : 

Les solutions des équations (i) ont des dérivées par rap- 
port à a ety en particulier, par rapport à Xq^ yo? ^^o, .... 

IV. — Propriétés des solutions d*im système d'équations 
différentielles du premier ordre. 

Nous venons de démontrer que le système de v équations 
dx _^ dy _ dz _ 

^'^ dt""^' 'dt~~^' 'di~^' 

ç, -^, t}', . . . désignant v fonctions de x, y^ z, . . . , t, admet- 
tait une solution renfermant v constantes arbitraires qui sont 
les valeurs de x^y^ z^ . . . , pour t=z to^to désignant une valeur 
arbitraire de t. 

Toute solution des équations (i) renfermant v constantes 
arbitraires distinctes s'appelle une intégrale générale du 
système (i) ou une solution générale de ce système. 

V constantes sont considérées comme distinctes quand on 
peut les choisir de telle sorte que, pour t= ta, les fonctions 
Xy y, Zy ... reçoivent des valeurs données arbitrairement; 
ainsi les v constantes qui entrent dans une intégrale générale 
doivent être telles qu'on puisse les choisir de telle sorte que, 
pour t= tQ, X, y, z. ... prennent des valeurs données à 
l'avance Xq^ yo, Zq^ .... 

Soit 

(2) 1X1 = 0, ilt=o, ..., nv = o 
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un système d'équations contenant les v constantes arbitraires 
ai, ^2, . . . , Ov; pour que ces constantes soient distinctes, il 
faut qu'en y faisant tz= to^ x = Xo, y =^o» • • . on puisse 
résoudre ces équations par rapport à ai, «2? • • «i ^î il faut 
et il suffit donc, pour que les constantes en question soient 
distinctes, que Ton n'ait pas (t. I, p. 167) 

=0. 

d(ai, «s, ..., Ov) 

Ceci posé, supposons que l'on résolve les équations (2) 
par rapport k ai, 02, ... ; on obtiendra des résultats de la 
forme 

( 3 ) cil ^^^ "1 > ^t ^ '2^2 ♦ • • • » ^V ^^ ^V» 

CT|, TST2, . . . désignant des fonctions de Xj y^z, . . . , t. Cha- 
cune de ces équations (3) est alors ce que l'on appelle une 
intégrale de système (i) et, en général, toute équation en ir, 
^, 2, . . . , ^, renfermant une constante arbitraire, conséquence 
de(i), et concourant à former la solution générale, est ce que 
l'on appelle une intégrale. 

Théorème I. — Si, entre les équations (2) qui forment 
une intégrale générale du système (i) et leurs dérivées 
relatii^es à tj on élimine a^, «2? - * -, a^^on trouve les équa- 
tions {i)ou un système équivalent, c^ est-à-dire fournissant 

dx d')t 

les mêmes valeurs de -^y ^> • • • en œ,y^ z^ . . . , t. 

En effet, par hypothèse, si l'on tire x^ y^ z, ... de (2) 
pour porter leurs valeurs dans (i), celles-ci deviennent des 
identités, c'est-à-dire sont satisfaites, quel que soit t, et 
aussi quels que soient ai, a^, •••) ^v; cela revient à dire 

que, si l'on différentie les équations (2), afin d'en tirer -^j 
■^> • • • > ce qui donne des équations que j'appellerai (E), et 
si de (E)et de (2) on tire x^ y^ ... et -j-^ ^^ • ••> pour les 



GÉNÉRALITÉS SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. l3 

porter dans (i), celles-ci deviennent identiques; les équa- 
tions (i) sont donc des conséquences nécessaires des équa- 
tions (2) et (E) ne contenant plus a^f a^^ . . . , Ov; par défi- 
nition même, ce sont les résultats de Télimination de a entre 
les équations (2) et leurs dérivées. c. q. f. d. 

Corollaire. — Si Con se donne v équations entre Xy y, 
Zj . . . , t renfermant v constantes arbitraires et si Von 
élimine les constantes entre les équations données et leurs 
déri\?ées relatives à t, en considérant x, y, . . . , comme 
des fonctions de t, on obtiendra des équations différen- 
tielles qui auront pour intégrale générale le système des 
équations proposées. 

Les équations différentielles ainsi obtenues seront en efTet 
des conséquences nécessaires des équations proposées, c'est- 
à-dire seront satisfaites pour les valeurs de x^y^ z^ ... tirées 
de ces équations. 

Théorème U. — La condition nécessaire et suffisante 
pour que 

(4) Tïj = a, 

ts désignant une fonction de x,yj z, . . ., t et a une con- 
stante arbitraire y soit une intégrale du système (i) est que 
l'on ait identiquement, c^ est-à-dire quels que soient x^y^ 

Zy • » • ^ tj 

, . ^ dm ()tît dm dm , 

En effet, dire que (4) est une intégrale de (i), c'est dire qu'il 
existe v — 1 autres équations 

(6) mi=zai, TîT| = «21 ..., Tïyv-i=«v-ii 

GTi , GT2, . . . désignant des fonctions de x,y^z, . . .^ t et a^j 
a^y • • • des constantes arbitraires, formant avec (4) une inté- 
grale générale de (i). 
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SI Ton différentie les équations (4), (6), ce qui donne 

drsj dm dx drs dv 

_ _1_ _1_ _ ^ _ÎL !_ — 



àt ' dx dt ' ày dt ' ^' 

(7) { àxsx àxss dx dm\ dv 

^- ^ -:J^ -^- •• = <>, 



dt dx dt ày dt 

et si de (4), (6), (7) on tire x^y, . . . , ^> ~^i • • • pourles 

porter dans (i), ces formules deviennent identiques, c'est- 
à-dire ont lieu quel que soit t et aussi quels que soient a,, 
«27 ... ; en d'autres termes, si entre (4), (G), (7), (i) on éli- 
mine x^y^ . . . , , > -^ -i ' - '9 on obtient des identités. Élimi- 
nons d'abord -y-> -j-y • • • : nous aurons 

dt dt 

dxn dm dm 



dt dx * dy 

(8) \ dmi dmt dmi 



dt dx ' dy 



Ces formules doivent devenir des identités en y remplaçant 
X, y, ... par leurs valeurs tirées de (4) et (6); mais, suppo- 
sant cette substitution faite, elles ont lieu quelles que soient 
d'ailleurs les valeurs attribuées à a, a^, aj, .... Or on peut 
choisir a, a^^ «2? ... de telle sorte que x, y, z, ... aient 
des valeurs données arbitraires; les formules précédentes (8) 
ont donc lieu pour des valeurs arbitraires de x, y, ... ; ce 
sont donc des identités, même avant la substitution à x, 
y^ . , . de leurs valeurs tirées de (4) et (6); donc, en parti- 
culier, la formule (5) est bien une identité. 

Réciproquement, si la formule (5) est une identité, la for- 
mule 

. dm dm dx dm dy 

que l'on obtient en y remplaçant f, Xi ■ ■ ■ P^ leurs valeurs 
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tirées de (i), sera une conséquence de (i) : elle pourra même 

remplacer Tune des équations (i); or cette formule (9) peut 

s'écrire 

dm = ou cj = conit. 

On en conclut que w = const. , ou ni = a est une conséquence 
de (i) et concourt à former son intégrale générale : c'est donc 
une intégrale de (i). 

Corollaire. — Les résultats précédents peuvent s'énoncer 
d'une manière un peu différente. Dire que (5) est une iden- 
tité, c'est dire que tu est une intégrale de l'équation en u aux 
dérivées partielles 

, . du du du 

On peut donc dire que : 

La condition nécessaire et suffisante pour que xs = const. 
soit une intégrale de (i), c'est que w soit une intégrale de 
V équation (10) aux dérivées partielles. 

Remarque. — Les constantes a, a<, ... sur lesquelles 
nous avons raisonné doivent être arbitraires ; ainsi t3 = o, par 
exemple, pourrait être une solution de (1), plus exactement 
pourrait concourir à former une solution de (i), sans que xa 
fût solution de l'équation (10); nos raisonnements supposent 
essentiellement que la constante a peut être choisie égale à 
tel nombre que l'on voudra, sans que m = a cesse d^être une 
intégrale de (i). 



V. — Classification des solutions des équations différentielles. 

Théorème L — Un système de v équations différentielles 
du premier ordre 

/ V dx dy dz , 

(•> si^f' dt^^' -di^^' ••• 

n'a qu'une seule intégrale générale. 
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En d'autres termes, il n^existe qu'une solution de ces équa- 
tions renfermant v constantes, pouvant être choisies de telle 
sorte que, pour t = to, x, y^ z^ ... prennent des valeurs 

données ^0)^0» '^O) -••• 

Considérons en effet une solution renfermant v constantes 

distinctes a^ a^, •••, <7^, cette solution se présentera sous 

la forme 

(2) ni = o, IIi = o, ..., nv=o, 

Ilf, 112, • - • désignant des fonctions de jr, j^, 2, . . ., ^, a^y 
a2y . . . , Oy. Or, quelle que soit une solution du système (i), 
on peut toujours la présenter sous la forme (a), a^ , a^, . . . , Ov 
ne désignant plus des constantes, mais bien cette fois des 
fonctions convenables de i] pour déterminer ces fonctions, il 
suffit, après avoir remplacé, dans (2), x^y^ Zy ... par leurs 
valeurs en fonction de t, de résoudre les équations (2) par 
rapport à ai, a^, • • • 7 ^y. 

Différentions les formules (2) et représentons par la nota- 
tion -T7 la quantité 

dt'^'di'di'^ dy di '^*"' 
nous obtiendrons les formules suivantes : 

d\i\ dW\ da\ dXii da% 

-+-. . .=0, 

-4-. . .=0, 



dt ddi dt da^ dt 
(3) \ dWi dW^ dax d\l% da^ 



dt âui dt dax ^^ 

Pour que les formules (2) constituent une intégrale du sys- 

dx dv 
tème (i), il faut que les valeurs de x^ y^Zj . . . , -^y -^> • • • > 

tirées de (2) et (3), satisfassent à (i); or les valeurs de ces 
quantités tirées de (2) et de 



dWx flrti, dVL 



(4) ^=0, -~=o 



V 



•» -^7i-=0, 



dt """' dt ^' ' dt 
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rendent les équations (i) identiques, c'est-à-dire que ces 
équations ont lieu, quels que soient les a et, par conséquent, 
quelles que soient les fonctions de t par lesquelles on rem- 
place les a. Il en résulte que, réciproquement, si l'on remplace 

dans les formules (4) ^ » ^' * ' ' P^'^ ?» '// • • • ^^ ^ï y> • • • 

par leur valeurs tirées de (i) et (2), elles deviennent iden- 
tiques; les formules (3), quand on y suppose Xy y, ... rem- 
placées par leurs valeurs tirées de (i) et (2), deviendront 
également identiques, en sorte que l'on a 



(5) 



/ dUi dax , ^Uf da% 

1 dai dt dax dt ~^' ' 


dUi da^t 
da>^ dt 


dllv dai dUv da^ 
\ dai dt àaz dt 


■•••* •••j 

dllv dayf 
da^ dt 



telles sont les équations qui détermineront a^, a^i . • ., a^. 
On en tire, en général, 

da\ da^jt da^ 

~dt^''' "di^"' 11 ^""^ 

ce qui donne a^ = const., tZ2 = const., ... et l'on retombe 
sur la solution générale d'où Ton était parti; mais on peut 
encore satisfaire aux. équations (5) en supposant 

d{Ui,Uf Hy) _ 

âiai, «2, . .., Oy) 

Cette équation détermine l'une des quantités a en fonction 
des V — I autres ; les équations (5) se réduisent à v — i 
distinctes; elles sont différentielles et du premier ordre et 
font connaître avec (6) les** quantités ««, aa, .•., a^. On 
peut encore satisfaire aux équations (5) en annulant non plus 
seulement leur déterminant, mais ses mineurs, ce qui revient 
à annuler deux de ses mineurs ; on a alors deux équations qui, 
jointes aux v — 2 auxquelles se réduisent les équations (5), 

L. — Traité d'Analyse, V. 2 
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feront encore connaître les valeurs de «i, «2, . ., et ainsi 
de suite : 

i^ Supposons que le système (i) se réduise à une seule 
équation, et son intégrale générale à IIi = o, contenant la 
constante a, il pourra exister en outre la solution IT^ = o dans 

laquelle a sera tiré de l'équation — ^ = o, à laquelle, dans ce 

cas, se réduit le système (5), si cette équation ^ = o a une 

solution. Le système (i) réduit à une équation unique n'aura 
donc qu'une solution renfermant une constante arbitraire, en 
un mot, qu'une solution générale. 

2° Supposons le système (i) composé de deux équations : 
soient II, = o, lia = o sa solution générale, renfermant les 
constantes a\ et aa ; il pourra avoir une autre solution donnée 
par les formules 



<^(a,, as) 



= o, 



c^IIi da\ dWs da% 

— - H ; r = o 

ôai dt da% dt 
OU par les formules 



= 0, Tr-=o, 



dcLi da 



1 



En aucun cas, ces solutions, fournies au plus par une équation 
différentielle, ne pourront renfermer plus d'une constante 
arbitraire. 

3® Si le système (i) renferme trois équations, outre la so- 
lution générale, il pourra en exister d'autres, données au 
plus par deux équations différentielles et ne pouvant pas par 
suite contenir plus de deux constantes arbitraires, et ainsi de 
suite. 

Donc, enfin, un système de v équations du premier ordre 
ne peut avoir plus d'une intégrale contenant v constantes ar- 
bitraires, c. Q. F. D. 

Mais la démonstration précédente met en évidence une 
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foule d^autres solutions qui ne rentrent pas dans l'intégrale 
générale, c'est-à-dire que l'on ne peut pas en déduire en don- 
nant aux constantes des valeurs numériques particulières : on 
appelle ces solutions intégrales singulières^ en réservant le 
nom à! intégrales particulières ( * ) à celles que l'on déduit de 
l'intégrale générale en attribuant des valeurs numériques 
déterminées aux constantes arbitraires qu'elle contient. 

VI. — Des solutions singulières. 

En résumé, nous venons de voir que le système des v 
équations différentielles du premier ordre 

, . dx dy dz , 

avait : 

1° Une solution, son intégrale générale, composée de v 
équations 

(2) ni = o, n8 = o, ..., nv = o, 

renfermant V constantes arbitraires distinctes, a^^ a2, . • . , av ; 
2** une solution singulière donnée par l'équation 

(3) R = o, 

et V — I des équations 

dllt da\ dll\ da^ 



(4) 



da\ dt ' " dOy dt 
dllv da\ dlLy da^, 



= 0, 



= 0, 



da^ dt da^ dt 

oh Xj y, ... sont censés remplacés par leurs valeurs tirées 



(') Quelques auteurs désignent sous le nom de solutions particulières 
celles que nous appelons singulières. 
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de (2) et OÙ R désigne le déterminant 

ddlu Hi Hv) 

. « 

Cette solution pourra ne pas exister : c'est ce qui arriverait si 
le système (3), (4) présentait quelque incompatibilité. 
3** Une solution singulière donnée par deux des équations 

- = o, czT = O, 



et par v — 2 des équations (4); cette solution pourra de 
même ne pas exister, et ainsi de suite. 

Toutes ces solutions pourront ne pas exister : ainsi, 
par exemple, si R = o était une équation absurde, telle 
que 1 = par exemple, il n*y aurait pas de solution singu- 
lière. En aucun cas, les solutions singulières ne seront en 
nombre infini, car R ne peut être identiquement nul, sans 
quoi les constantes ai , a2, . . . , av ne seraient pas distinctes 
(p. 12). 

Indépendamment de ces solutions singulières que Ton 
peut déduire de l'intégrale générale et que nous appellerons, 
pour abréger, solutions de première espèce, il peut exister 
une seconde espèce de solutions singulières, et, en efTet, 
nous avons admis tacitement dans nos raisonnements que 
les fonctions cp, y, t}/, ... et leurs dérivées étaient finies, 
continues et bien déterminées quand on supposait t = toj 
X = Xo^y =yo, .... Quand ces hypothèses ne se trouvent 
pas vérifiées, nos rai^nnements sont en défaut et les con- 
clusions que nous en avons tirées peuvent être inexactes. 
L'expérience prouve effectivement que Ton peut trouver des 
solutions singulières en écrivant que ç, y, J/, ... ou leurs 
dérivées relatives k x, y^ z, ... sont inCnies ou indéter- 
minées. 

Enfin nous avons supposé les équations différentielles pro- 
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posées résolues (théoriquement au moins) par rapport à -j-y 

-j-i •••; si elles ne pouvaient pas fournir des valeurs bien 

déterminées pour ces quantités, nos conclusions tomberaient 
en défaut. 

Remarque. — Lorsque l'intégrale générale se présente 
sous la forme 



W\ = O, TîTj = 0, • • • > ^V ^= O 



} 



les fonctions ro< , tija, ... ne renfermant chacune qu'une seule 
constante arbitraire, les solutions singulières prennent une 
forme simple à remarquer. Si, par exemple, rs^ ne contient que 

<Zi, si THo ne contient que ao, ... le déterminant ., — '' "\ 
' , ^ à{a^,a^, ...) 

se réduit au produit 

— ^ • . • — — , 

dai da^ da^ 

de sorte que l'on peut obtenir des solutions singulières en 
tirant quelques-unes des quantités a», a2, • . . ou toutes ces 
quantités des équations 

dai da^ 

Leibnitz en 1694, Taylor en 1716, et surtout Clairaut 
(Mémoires de l^ Académie des Sciences, 1734) paraissent 
être les premiers qui aient remarqué les solutions singulières. 
Euler s'est occupé à plusieurs reprises de la question des 
solutions singulières (Exposition de quelques paradoxes 
de Calcul intégral, Acad. de Berlin, 1756. — Mechanica^ 
t. II, art. 268, 303, 335. — i*"^ Vol. de Calcul intégral). 
Laplace, en 1772, a inséré un Mémoire dans le Recueil de 
l'Académie des- Sciences, Sur les solutions particulières 
des équations différentielles. — Condorcet, Mémoires de 
Turin y t. IV. 



22 CHAPITRE I. 

Lagrange est un de ceux qui ont le plus approfondi la 
théorie des solutions singulières (voir ses Œuvres com- 
plètes). 

Citons encore un Mémoire de Poisson (Journal de l'Ecole 
Polytechnique, t. XIII), de M. Catalan (Comptes rendus, 
t. LXI, 1870), de M. Darboux (ibid,, 1870; reproduit 
dans le Bulletin en iSjS), de M, J.-A. Serret (Journal 
de Liouville, i" série, t. XVIII). 

Mais la théorie exacte et complète des solutions singulières 
ne pouvait être solidement établie qu^à la suite d'une 
démonstration rigoureuse de Texistence des intégrales des 
équations différentielles; la théorie des solutions singulières 
devait résulter de la discussion de cette démonstration, et 
l'on peut dire que c'est à Cauchy que l'on doit la véritable 
théorie des solutions singulières; on n'a ajouté que fort peu 
de chose à ce que l'illustre auteur a fait connaître sur cette 
matière. (Voir le Calcul différentiel et intégral de l'abbé 
Moigno, où sont résumés les travaux de Cauchy.) 



VII. — Recherche directe des solntions singulières. 

Pour trouver les intégrales singulières de première espèce, 
nous sommes parti d'une intégrale générale 

(i) ni = o, ni = o, ..., IIv = o, 

et nous y avons remplacé ai, a2, • • •, czy par des fonctions 
telles que les valeurs de d?, jk, • • • tirées de (i) satisfaisaient 
encore aux équations différentielles à intégrer. Or on peut 
choisir a^ «2? • • • constants et tels que, pour t = ^0? 1'^? l'y? 
le^, . . . de l'intégrale générale soient les mêmes quel'j;, Tj, 

le 2, . . . d'une intégrale singulière; mais alors, en calculant --, > 

■J^y • • . au moyen des formules (i), soit en y regardant les a 
comme des constantes, soit en les regardant comme des va- 
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riables, ils auront les mêmes valeurs, puisque l'on a 

dU/ dax dWi da^ __ 

da\ dt da^ dt 

pour la solution singulière aussi bien que pour la solution 
générale, et que -i-> ~-j •• • seront dans l'un et Tautre cas 
donnés par les formules (i) et 

ûflli _ dUt _ û^Dv _ 

"dt"^' 'dT^^' '"' "df^"^' 

où les a et les a:, j^, 5, . . . , f ont les mêmes valeurs numé- 
riques ; il en résulte que : 

Une intégrale singulière de première espèce a les mêmes 

dûC /i V dz 

"di^ dt^ Tt^ ' " ^"^ l'intégrale générale avec laquelle elle 
coïncide. 

De là un moyen de se procurer les intégrales singulières 
de première espèce, sans qu'il soit besoin de connaître Tinté- 
grale générale. Elles se composeront des valeurs de x^y, >3, . . . 

fT/f* fl'ïf fiz 

pour lesquelles -j-> ~-> —ry • • • seront susceptibles de deux 

systèmes de valeurs égales; en d'autres termes, les équations 

différentielles qui donnent --r:^ -r^ ••• devront avoir une 

^ dt * dt 

solution double. Soient 

(2) Fi = o, F, = 0, ..., Fv = o 

ces équations, F|, F2, • . • désignant des fonctions de x,y, 
2, ...,/, a:' = -^j y=z -^y ... ; r^r, Vy, ... de la solution 
singulière satisferont à l'équation 

^(Fi» F,» .. ., Fv) 



= o. 



Cette équation permettra d'éliminer une des quantités x', y ^ 
5^, . . .. On n'aura plus alors qu'à intégrer un système à v équa- 
tions dont y — I seulement seront différentielles : la solution 
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singulière renfermera alors v — i constantes arbitraires. On 
peut trouver les autres solutions singulières d'une façon ana- 
logue : pour trouver celle qui renferme v — 2 constantes, on 

égalera à zéro non seulement le déterminant -^.V-V — ^-— '— > 

mais ses mineurs, ce qui fera deux équations distinctes; on 
s'en servira pour éliminer de (2) x' et y par exemple; 
l'intégration des équations résultantes fournira la solution 
demandée si elle existe, bien entendu. 

Remarque. — La méthode que nous venons d'indiquer con- 
duit aux solutions singulières de première espèce quand elles 
existent; mais il sera indispensable de vérifier que les résul- 
tats trouvés par cette méthode fournissent bien des intégrales 
de l'équation proposée : j'ajoute même que, le plus souvent, 
• lors même qu'il existera des solutions singulières, la méthode 
fournira des solutions étrangères. 

Et en effet, en écrivant que le système (2) admet une 
solution multiple, nous exprimons qu'il existe deux solutions 
du système (2) présentant les mêmes x' ^y\ z\ . . ; l'ensemble 
des valeurs de x, y, 5, . . . , pour lesquelles cette circonstance 
se présente, peut fort bien ne pas satisfaire aux équations (2). 
et en effet nous avons seulement remarqué que la solution 
singulière de première espèce était telle que ses x\y ^ z\ ... 
étaient les mêmes que celle de l'intégrale générale avec 
laquelle elle coïncide; mais la réciproque n'a pas lieu néces- 
sairement : nous le vérifierons sur des exemples- 



VIII. — Interprétation géométrique pour le cas 
d'une seule équation. 

Considérons une seule équation différentielle 

Soit 

(2) F(x, y, a) = o 
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son intéj^rale générale; elle représente, quand on y consi- 
dère X el y comme les coordonnées d*un point, Téqualion 
d'une famille de courbes dont le paramètre a est la constante 
d'Intégration, (i) est alors V équation différentielle de cette 
famille de courbes. 

Reprenons la théorie des solutions singulières dans le cas 
particulier qui nous occupe. 

Supposons que a, au lieu de désigner une constante, repré- 
sente une fonction de x (ou de^); pour que l'équation (2) 
fournisse encore une intégrale de (i), il faudra que les valeurs 

de^ et de -~- tirées de (2) rendent (i) identique, c'est-à-dire 

y satisfassent quel que soitzr. Or -~ se calculera en différen- 
tianl (2), ce qui donne 

^ ' ôx dy -^ àa 

Si l'on détermine alors a par l'équation 

^^> J5 = «' 

l'équation (3) se réduira à 

comme dans le cas où a est constant; si alors on remplace 
dans (i)^ ^^'T~ P*^ leurs valeurs tirées de (2) et (5), cette 

équation, étant satisfaite quelle que soit la constante a, sera 
encore satisfaite quand a sera fonction de x tirée de (4), 
puisqu'en définitive elle ne contient pas a. Ainsi (2) sera 
encore une solution de (i), si a, au lieu d'être constante, est 
fonction de or et j^ tirés de (4). Cela revient à dire que la 

résultante des équations F = o, — = o est une solution sin- 
gulière de (1). Cette solution singulière représente l'enveloppe 
des courbes (2). Ainsi : 

La solution singulière de première espèce d^une équa- 
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iion différentielle unique du premier ordre représente 
Venveloppe des courbes représentées par V intégrale géné- 
rale. 

Cette conclusion est soumise à des restrictions : i ® si les 
équations (2) et (4) sont incompatibles, il n'y a ni enveloppe, 
ni solution singulière. 

2° Si l'équation (3) et l'équation (5) sont illusoires, elles 
ne fournissent pas, pour la valeur de a tirée de (4), de valeur 

pour -^ > parce que 1 on a 

il n'y a pas de raison alors pour que la résultante de(2)et(4) 
fournisse une solution de (i) [il pourra se faire dans quelques 
cas que cette résultante soit encore une solution, et il faudra 
dans chaque cas particulier examiner directement ce qui a 
lieu]; la résultante de (2) et de (4) représente encore un lieu 
A^ intersections successives des courbes (2), mais non plus 
une enveloppe proprement dite, en ce sens que cette courbe 
ne touche plus nécessairement les courbes intégrales. Les 
équations (6) ayant lieu, le point (x, y) sera sur la courbe qui 
représente l'intégrale générale un point singulier, en sorte 

qu'en éliminant a entre F = o et -7- = o, on obtiendra le lieu 

des points singuliers de la famille de courbes représentées 
par l'intégrale générale F = o; mais il semble que ce soit là 
une circonstance exceptionnelle et que la résultante de 

F = o et -7- = o donne généralement une solution singulière 

représentant l'enveloppe des courbes F = o. 

D'un autre côté, on pourra trouver la solution singulière 
si elle existe, en éliminant y entre l'équation (i) et sa 

dérivée -J-, = o, qui exprime que l'équation /= o fournit 

deux valeurs égales de y. 

Mais, pour que la solution singulière existe, il faudra que 
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la valeur de y tirée de la résultante de /= o et de j^, = o 

satisfasse à Téquation (i) et qu^alors on ait identiquement, 
c'est-à-dire, quel que soit x^ quand j^ sera déduit de la résul- 
tante de /= o, ^ == o, 

Or de l'équation 

on va tirer^= f (^, Jk) et la résultante de cette équation et 
de/= o sera 

Tirons-en^; à cet effet, différentions-la, nous aurons 

Mais y est nul, car il est égal k ^,y y' désignant précisément 

ici la fonction cp ; on doit donc avoir pour Vy de la solution 
singulière 

àf àf , 
du, dy-^ 

ainsi M y et Vy de la solution singulière devront satisfaire aux 
trois équations 

r àf àf ,df 

L'une de ces équations devra donc rentrer dans les deux 
autres : tout porte à croire que cela n'aura pas généralement 
lieu. Ainsi, d'après cette petite discussion, il semble qu'en 

écrivant -r^ = o on exprime que la courbe intégrale a deux 

tangentes confondues, c'est-à-dire un rebroussement, et qu'en 
éliminant j^ on trouve le lieu de ce rebroussement et non pas 
une solution singulière. 

Ce résultat parait en contradiction avec celui que nous 
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avons trouvé tout à l'heure, qui nous porte à croire que la 
solution singulière existe presque toujours, et, d'ailleurs, il 
semble étonnant que les courbes intégrales présentent ordi- 
nairement toutes des rebroussements, et l'on serait presque 
tenté de croire qu'effectivement les équations (7) se réduisent 
à deux distinctes. 

C'est Clebsch qui a expliqué ce paradoxe, en faisant ob- 
server que, étant donnée l'équation intégrale ¥{x^y, a) = o, 
Péquation différentielle obtenue en éliminant a entre F = o 

et 3- = o n'avait pas toute sa généralité quand F(x, j^, a) 

était quelconque; et qu'en donnant au contraire ^fi^^c^y^y^ 
toute sa généralité, a n'entrait pas d'une façon arbitraire 
dans F. Il y a là un phénomène analogue à celui qui se pré- 
sente dans la théorie des ligures corrélatives. La figure cor- 
rélative de la figure la plus générale de son ordre n'est pas la 
plus générale de sa classe, et vice versa. 

Ainsi notre paradoxe s'expliquera, en admettant que les 
formes les plus générales de F et /ne se correspondent pas. 
. M. Darboux avait essayé d/expliquer ce paradoxe en admet- 
tant que toutes les équations différentielles n'avaient pas 
nécessairement une intégrale de la forme F(x, y, a) = o, 
F désignant une fonction bien déterminée, et que celles qui 
n'admettaient pas de solution singulière n'avaient pas la 
forme en question : l'explication de M. Clebsch nous parait 
être la vraie. 

Cherchons le lieu des points d'inflexion des courbes inté- 
grales, c'est-à-dire le lieu des points où -^ =: -^ = o. A cet 

effet, différentions (i) et posons ~- = o, nous aurons 



On voit donc que, si ce lieu coïncide avec le lieu des points 
pour lesquels ^, = o, les équations (5) auront lieu en même 
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temps, et la solution singulière existera. On conçoit, en efiet, 
que, quand sur une courbe variable de l'orme un point d'in- 
flexion vient se confondre avec un rebroussement, inflexion 
et rcbroussemenls disparaissent pour faire place à un point 
ordinaire. 

Remarque. — Nous avons fait observer (p. 24) que la 
méthode donnée pour la recherche directe des intégrales sin- 
gulières conduisait souvent à des solutions étrangères : les 
considérations géométriques rendent compte de ce fait; en 
eflet, la résultante des équations 

/(•2^,r»y) = o et ;p=^ 

* 

fera connaître, outre l'enveloppe des courbes intégrales de 
f= o si elle existe, le lieu des points où deux courbes inté- 
grales se touchent {voir V Exercice 9, à la fin du Chapitre). 



IX. — Reconnaître si nne solntion est particnlière ou singulière. 

Etant donnée une solution d'une ou plusieurs équations 
différentielles, ne renfermant pas autant de constantes qu'il 
doit en entrer dans la solution générale, il y a lieu de se de- 
mander si cette intégrale est singulière ou particulière. 

Lorsque l'on connaît l'intégrale générale, la solution de 
cette question est facile : considérons, en effet, les v équations 
différentielles 

et soient, a^j ct^t ••• désignant les constantes d'intégration, 
(*) *(a',j^, ...,/;«,, ^/i, ...) = o, X=o, 

les équations qui forment l'intégrale générale. Si une équa- 
tion 

(3) Erro, 

L. — Traité d'Analyse, V. / 
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entre ^, J', ^, ..., /, est susceptible de faire partie d'une 
solution particulière, il faudra que les valeurs de ^, jk> ••• 
tirées de (2) et portées dans (3) rendent celle-ci identique 
pour certaines valeurs de ai, «2, ..., c'est-à-dire y satisfas- 
sent quel que soit t. Donc, si l'on élimine ^, J', z^ ,., entre 
(2) et (3), t devra disparaître de la résultante, pour certaines 
valeurs de «i , «21 • • • • Telle est la condition pour que E = o 
fasse partie d'un groupe d'équations constituant une solution 
particulière et non singulière. 

La question est beaucoup plus difficile à trancher quand 
on ne connaît pas l'intégrale générale du système (1). Voici 
quelques généralités à cet égard. 

D'abord, si une équation donnée E = o renferme une con- 
stante arbitraire a, on la résoudra par rapport à cette con- 
stante a et on la mettra sous la forme 



/t = a; 



si alors w = a est susceptible de faire partie de Tinlégrale 
générale, nous avons \u que l'on devait avoir identiquement 



t)U ou tÏK 



''j 






et comme (failleurs 



Ou OE OE Ou OE dE 






fit ()/ Ot. O.r ôx doL 

on pourra remplacer (*ette identité par l'équation 



# 



)E OE OE 



n - 



\- , y -i- . . . — O, 



Ot O.r ' 0\ 

qui devra devenii* identique par l'élimination de a au moyen 
de E = o, si E = o peut concourir à former l'intégrale géné- 
rale. Si cela n'a pas lieu, E = o fait partie d'une solution par- 
ticulière ou d'une solution singulière. 

Considérons maintenant une intégrale avec ou sans con- 
stante arbitraire, et supposons que l'on en ait tiré les valeurs 
àe Xj y^ 5, . . . , sous la forme 
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supposons que les équations (2) résolues par rapport à 
x^y^ ... donnent 

(5) a? = A(a|, aj, . . ., /), ^ = M(ai, . . ., /), 

Posons 

éik », d}^ , dK , 

fins dv 

nous tirerons de (4) et(5) les valeurs ^^ 777' "^^ • • ' ' ^t nous 

les porterons dans (i). Ces équations devant être satisfaites, 
on aura 

A'=cp(A,M, ...,0, M'=x(A, M, ...,0, 

et par suite, par soustraction, 

A' — X'= cp(A, M, ..., <) — <p(X, ji, . . ., i), 
ou 

A'— X' ©(A, M, ..., O— «p(X, |x 

T=i: = ' Â=ô[ ' ••"' 

et, en intégrant de to à ^, 

^ ^ ^A(fo)— X(/o) J,, A-X 

Maintenant on peut disposer des constantes a^, a^, ... de 
telle sorte que A(fo) = ^(^o); si la dérivée de <p(X, . . ., t) 
relative à X pour t= to n'est pas infinie, le second membre 
de la formule précédente sera fini. Il en sera de même du 
premier, ce qui exige que, d'après la manière dont ont été 
choisies les constantes, on ait 

A(0=X(0; 

Aonc^ si les dérivées partielles -p> ~> ••• ne sont pas infi- 
nies, pour les valeurs de x^ y^ ... tirées de la solution 
donnée, cette solution ne sera pas singulière. 
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Supposons maintenant la quantité placée sous le signe / 

dans la formule (6) infinie pour t = toion pourra supposer t 
très voisin de to ; il est clair alors que, si les intégrales définies 
singulières 

sont nulles ; les intégrales 

'«p(A, ...) — o(X, ...) 



X 



, A-X 



seront finies et l'on aura A(l) = 'k(t) pour les valeurs des 
constantes, telles que A(^o) = ^-(^o)» Ainsi : 

Pour reconnaître si une intégrale est particulière ou 
singulière, il suffira de discuter les intégrales définies 
singulières, telles que {'^j). 

Cette méthode a été indiquée par Cauchy (Moigjno, Calcul 
différentiel et intégral)] elle ne lève pas, comme Ton voit, 
toutes les difficultés ; d'ailleurs <p, y , . . . ont été supposés 
bien déterminés. 

Les recherches exposées dans ce paragraphe ne sont pas 
inutiles, car il arrive souvent qu'une solution trouvée par les 
procédés applicables à la recherche des solutions singulières 
est une intégrale particulière : cela arrive quand, dans une 
équation du premier ordre par exemple, les courbes inté- 
grales ont l'une d'elles pour enveloppe. 

X. — Cas où la variable est imaginaire. 

Pour démontrer l'existence des solutions du système 
, . dx dy 

nous avons supposé x,y, . . ., ^, cp, "^, ... réels. Supposons 
maintenant que ces quantités soient imaginaires, et faisons 
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varier t le long d'un chemin ûqT bien délerminé. Pour cela, 
on fera 

t = d -hx /— I , 

T et T désignant des fonctions convenablement choisies d'un 
paramètre 6, par exemple ; J?,y, . . . deviendront des fonctions 

Xi-h^'is/ — iîJ^i-Hj^2V — '» • ; ^*' ?? '/' ••• des expres- 
sions de la forme ©< -j- 02 y/ — ' j '/j "^ Z^ V^"" * ? • • • ? ^^ ^^^ 
équations (1) seront remplacées par 






Ces V équations se décomposeront en av équations différen- 
tielles par rapport aux 2v fonctions ^^ Xo,^!, ^^2? • • • de Ô 
admettant une solution se réduisant à ^", ^ïj J'î» • • • pour 
6^= 6®, ce qui revient- à dire que les équations (i) ont une 
solution se réduisant à Xq, y^^ . . . pour t = to quand on fait 
suivre à la variable t un chemin bien déterminé. 

Lorsque la variable t se rend de t^ à T par un chemin 
indéterminé, les valeurs de x^ y^ z, ... peuvent être elles- 
mêmes indéterminées, comme nous l'avons déjà observé sur 
l'équation 

qui donne pour j: l'intégrale / J\L)dty dontla valeur dépend 

du contour d'intégration suivi pour aller de t^ en t ; mais, pour 
un chemin donné, les équations (i) admettront en général des 
solutions bien déterminées. 

L'étude du cas où la variable passe par des valeurs ima- 
ginaires présente des difficultés particulières; toutefois la 
sjnecticité des fonctions intégrales peut être établie pour 
certaines limites, à l'aide du procédé imaginé par Cauchy et 
L. — Traité d'Analyse, V. 3 
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perfectionné par MM. Briot et Bouquet, que nous avons 
exposé à la page 127 du tome IV. 

XI. — Équations d'ordre supérieur au premier. 

Un système d'équations différentielles dont une partie 
ou la totalité est d'ordre supérieur au premier peut être 
ramené à un système d'équations du premier ordre. 

En effet, considérons le système 
(i) Fi = o, Fs = o, ..., Fv = o 

et supposons qu'il contienne des dérivées au plus d'ordre m 
par rapport à Xy d'ordre n par rapport à y^ etc. Posons, en 
appelant t la variable indépendante, 

dt dt dt 

y -^-dv •> -~di' ••" y -—dT- 
• • I 

les équations (i), (2) formeront un système d'équations du 
premier ordre par rapport à ^, x', . . . , x^^^~^\ y^ y\ . . . , 
y^'^~^\ . . . .L'intégrale générale d'un pareil système renfermera 

V -4- m — I-+-71 — i-+-...= m-i-/i-f-... 

constantes arbitraires. 

En particulier, si l'on considère une équation unique 
d'ordre m, son intégrale renfermera /n constantes arbitraires. 

Il résulte de là que : 

5/, entre les équations qui constituent l'intégrale géné- 
rale d'un système d'équations différentielles et leurs déri- 
vées d'un ordre suffisamment élevé, on élimine les con- 
stantes, on doit retomber sur les équations différentielles 
proposées. 

Des équations différentielles nont quune seule inté- 
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grale générale; elles peuvent avoir en outre des solutions 
singulières renfermant moins de constantes arbitraires 
que r intégrale générale. 

Lorsque v équations entre les "^fonctions x, y, z, ... 
et la variable t renferment m-\- n -]- ... constantes arbi- 
traires et que les valeurs de x^y\ .3, . . . tirées de ces équa- 
tions satisfont identiquement aux équations {i)^ ces équa- 
tions constituent V intégrale générale du système (i). 

On appelle intégrale du système (i) toute intégrale du 
système (i), (2). Ainsi, si l'on suppose le système (i), (2) 
intégré complètement et résolu par rapport aux constantes 
d'intégration, une des équations 



a = TU 



ainsi obtenues est une intégrale de système (i). Et en effet, la 
connaissance de toutes ces intégrales élémentaires équivaut 
évidemment à la connaissance de Tintégrale générale des 
équations (1). 

Ce que nous venons de dire s'appliquerait au cas où parmi 
les équations (1) il y aurait des équations d'ordre zéro, c'est- 
à-dire ne contenant pas de dérivées. 

Les équations d'ordre supérieur peuvent évidemment avoir 
des solutions singulières que l'on trouvera aisément en con- 
vertissant ces équations en équations du premier ordre par 
l'introduction des nouvelles fonctions x', x!\ . . . , r', y, . . . 
comme nous venons de l'indiquer. 

Supposons, par exemple, que Ton se donne l'équation 
unique 

et que, l'ayant remplacée par 

F(.,^,y,g),o, ,.= g, 

on ait trouvé les intégrales 



fïk^^y^y\ «» ô) = o, /. 



2 - 
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a et 6 désignant des constantes arbitraires; les équations 



d(a, b) 



= 0, 



df^da df\db_ 
Ou dt db ôt ~~ 

pourront fournir une solution singulière, et il en sera de 
même des équations 

Oa * db 

Enfîn l'équation proposée pourra, indépendamment de ces 
solutions de première espèce, en avoir de seconde espèce. 

Nous terminerons ces considérations en faisant connaître 
une formule générale pour le changement de variables; sou- 
vent, en effet, on parvient à intégrer les équations différen- 
tielles en leur faisant subir un changement de variable pou- 
vant amener des simplifications dans leur forme. 

XII. — Changement de variable dans les équations différentielles. 

Il y a souvent avantage, quand on veut intégrer des équations 
différentielles, à les simplifier au moyen d'un changement de 
variable : ce changement pourra se faire à l'aide des méthodes 
exposées dans le Calcul différentiel, mais nous croyons devoir 
faire connaître une formule générale remplissant ce but et 
due à Wronski. 

Considérons la fonction y=/(^x) et proposons-nous de 

calculer/^' (x) ou -7-^- > en prenant une nouvelle variable quel- 
conque /; à cet effet, observons que 

R désignant une quantité finie pour z = x, et par suite 

/(^)-/(-)-(^--î;/'(-î)-..--(a?--î)»-^,-, 

ft) m 
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étant égal k {x — -3)"+* R, s'annulera pour x^= z, ainsi que 
ses n premières dérivées prises non seulement par rapport à 
x^ mais aussi par rapport à t^ ainsi que le prouve Tapplication 
de la formule de Leibnitz à la différentiation du produit 

on aura donc, en différentiant par rapport à ^ et en rempla- 
çant /(j:) par ^, 



ê-â(— ^)/'(^) 






(In Y <f« s^„ s 

di"- dt»' ^ JJ \ J 



d^ 
~di 






on tire de là 



<i) 



X=3 



n\ I D 



N et D désignant les déterminants 



N = 



-f (x — z) 
dt ^ ^ 



dt 



(x^z)^ 



é/'* d"^ 

-=— (a: — z) —, — (x — z)^ 
dt^ ^ ' dt'*' ^ ' 



dt 

• • • 

df^ 



D = 



d d 

-—(a? — z) -r {x — zY 
dt^ ^ dt^ ' 



(^ — -5) -TTn.i^-^)'' 



dt"^ 



dV 



dt 



{x — zY 



dt"' 



{x — z)"- 



Si dans le déterminant Non développe (x — zy,{x — 5)',..., 

en combinant les colonnes on aura, au signe près, en négligeant 

les facteurs dt, 

dx o o ... dy 

d*x d*x^ o ... d*y 



N = 



• . • . . 



d"^ X d'^ x^ d'* x^ 



d'^y 
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Si dans D on observe que 



di(x--zy = \-^j^d^ix-z)d?(x-z).,. 

= i\[d{x — z)y = i\{dxy\ 
d^-*-J (x — zY = o, 

tous les termes situés au-dessus de la diagonale seront nuls, 
et Ton aura, au signe près, 

nin-hl) 

D = I ! 2 ! . . . n ! dx * ; 
la formule (i) devient alors 



1 



XSS5 



f^(z) 



1 . 2 . 3 . . . n 



/ 



dx 


... dy 


d^x d^x* o 


... d^y 


d'^x df^x^ d'*x^ 


. . . d'*y 



n(n-«-l) 



i ,'x\^\ . . . n\ dx * 



Cette formule ayant lieu quel que soit z^ on peut, si Ton 
veut, y remplacer z par x et l'on a alors 





dx 


o 





... dy 




d^x 


t/*a7* 


o 


... d^y 


d'^y n\ 


d'^x 


d»x^' 


d'^T^ 


. . . d"y 


dx^ ~ I ! 2 ! ... /i ! 






n|/H-l) 





dx « 



Telle est la formule que nous voulions établir : elle donne 

pour /i = 2 

d^y _ dxd^ Y — dyd^x 
dx'^ ~ dx^ 

formule déjà établie dans le Calcul différentiel. 
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EXERCICES ET NOTES. 

1. Vérifier que Téquation 
(^j (^' — — aar^^ 4-^« — i=o, ou j = aryzbv^rr/* 

a pour solution générale ^ = aa?zl= v^i-t- a*; calculer la solution 
singulière, en partant de l'intégrale générale et directement. 



2. Intégrer Téquation 



4m'=.x. 



dx j 
et prouver qu'elle n*a pas de solution singulière. 

3. L'équation 

f dy\^ dy 

a pour intégrale générale 

montrer qu'elle n'a pas de solution singulière. 

4. L'équation 

a une solution singulière : la trouver. 

5. Les équations 

•ë(S)'-'^S)'-(S)'=«. 

dyfdT\t fdx\* fdxY 

'dzKdij -y\Tz) -\-dz) =" 

ont pour solution générale x = az-h b, y = bz -{- a^ a et b dési- 
gnant des constantes; ont-elles des solutions singulières? 

6. L^équation 

._ ab>f^ir- biy 

X — y Y ^!^- r:: — 

v/a«y * -h 6» 

est l'équation différentielle de toutes les courbes parallèles à l'ellipse 

dont l'équation est 

6' a:' -H a'^y^ — a- 6* ; 
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elle n'a pas de solution singulière, mais il existe pour les courbes 
intégrales un lieu de points de rebroussements qui est la développée 
de l'ellipse. 

7. L'équation 

^— a:/— (y— ay)«H — -^ — y* = o 

a pour intégrale singulière 

ou 

\J \Kiy -t- f\x^ ^- x^ r= X /i-T-a;* — log(v/i -r- x* — rp)-f- const. 

Cette équation (i) a elle-même une intégrale singulière 

167' -h 4 ^' -*- ^* ~ o 

(COURNOT.) 

8. L'équation 

admet une intégrale singulière : la trouver directement. 

9. L'équation des cercles doublement tangents à une même ellipse 
et ayant leurs centres sur l'axe des x est 



X' 



-^ y^ — ix{x -\- yy' ) -^ Pl{x ^ yy )'^ -^ % ^ o, 



si Ton élimine y entre cette équation et sa dérivée, on trouve : 
1° l'ellipse enveloppe des cercles en question qui est la solution singu- 
lière; 9" le grand axe, lieu des points où deux cercles se touchent. 

10. L'équation 

y^y^ — '^ciy -^ y^ ~ o 

a une solution singulière, l'élimination de ^ entre cette équation et 
sa dérivée fournit : i** une solution singulière; a*' un lieu de points 
de rebroussements. Cette équation représente une série de cycloïdes 
ayant leurs rebroussements sur l'axe des x et même cercle géné- 
rateur. 



11. Le système 



dx x — y 


dy ^ X — y 


dt ~ z — t' 


dt z-'t 



dz 

dt -^ 
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admet pour intégrale générale 

X — ^ = const., z — t{x — ^-h i) = const., 

y — Iog(.5 — <) = const., 

et pour solution singulière ^ = <, x =^ = const. 

(Cauchy.) 
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CHAPITRE IL 

ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 



I. — fqaations intégrables immédiatement. 

Théoriquement, une équation du premier ordre peut 
être censée résolue par rapport à la dérivée de la fonction 
inconnue jK, prise par rapport à la variable x\ elle peut alors 
se présenter sous la forme 

011/ désigne une fonction quelconque de x et y^ forme que 
Tou remplace le plus souvent par la suivante 

(1) P<ia7-+-Q<af^ =0, 

P et Q désignant des fonctions données de x et y. 

Lorsque P est fonction de x seul et Q fonction de y seul, 
on dit que les variables sont séparées; Téquation a alors visi- 
blement pour intégrale 



I Fdx-h I Qdy = const. 



Un grand nombre de problèmes de Géométrie se résolvent 
au moyen d^équations différentielles dans lesquelles les 
variables sont séparées ou peuvent se séparer facilement. 
En voici quelques exemples : 

Problème I. — Trouver une courbe dans laquelle la 
sous-normale est constante, 

La sous-normale ayant pour expressions^ (t. II, p. 17), 
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en désignant par c une constante, Téquation du problème 



sera 



y-^=sCj OU ydjr — cdx = o; 



on en conclut, en intégrant, 

^ ex = const. 

OU 

^' = 2ca?-+- const. 

équation d'une parabole. La parabole est donc la seule courbe 
dont la sous-normale soit constante. 

Problème II. — Trouver les courbes dans lesquelles la 
sous-tangente est constante et égale à c. 

dx 

La sous-tangente ayant pour expression (t. II, p. i'j)y -^^ 
l'équation du problème est 

dx 
•^ dy 

ou 

dx 4y ^ , 

les variables sont séparées et, en intégrant, on a 

- — logy = loga, 
c 

a désignant une constante ; on en tire 



ay == e^' ; 

cette courbe est une logarithmique. Une transformation de 
coordonnées ramène l'équation précédente à la forme 

jr 

y = C^. 
Problème III. — Trouver une courbe dans laquelle la 
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sous-tangente est proportionnelle à une puissance donnée 
de l'abscisse. 

L^équation du problème est 

K et a désignant des constantes; les variables seront séparées 
en écrivant cette équation ainsi 

dy dx __ 
d'où l'on déduit 

en suivant la même méthode, on trouve, sans plus de difficulté, 
que la courbe dont la sous-normale est proportionnelle à l'ab- 
scisse est une conique rapportée à ses axes. 



II. — Da facteur d'intégrabilité. 

On reconnaît souvent, à la simple inspection d'une équation 

de la forme 

Vdx -\' Qdy = o, 

que son premier membre est une différentielle exacte do; il 
est clair alors que l'intégrale de cette équation est <p = const. 
Lorsque la solution d'une équation différentielle est ainsi 
ramenée à la recherche d'intégrales indéfinies de différen- 
tielles à une ou plusieurs variables, on dit qu'elle est ramenée 
aux quadratures. 

L'équation 

œdy -^ ydx = o, 

par exemple, est immédiatement intégrée en observant que 
son premier membre est la différentielle de xy et que par 
suite elle donne, en l'intégrant , 

xy = const. 
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On peut démontrer que : 

Etant donnée une expression différentielle de la forme 

dans laquelle P e^ Q sont des fonctions quelconques de x 
et de y^ on peut toujours trouver un facteur jx tel que 

IL(Ï> dx -^ qdjr) 

soit une différentielle exacte. 

En sorte que, quand ce facteur [jl sera connu, il sera 
toujours facile d'intégrer Téquation 

Fdx -h Qdy =0, 

au moyen d'une quadrature. 
Posons, en effet, 

(i) Fdx-hQdy=:o 

et soit 

{'!) F{x,y,c)=o, 

l'intégrale générale de (i) renfermant la constante arbitraire c. 
L'élimination de c entre l'équation (2) et sa dérivée 

doit donner l'équation (1); en effet, j^ et ~ tirés de (2) et (3) 

doivent rendre (i) identique, c'est-à-dire doivent satisfaire à 
(1), quels que soientx et c; les équations (1), (2) et (3) 
doivent donc se réduire à deux, et (i) a lieu en même temps 
que (2) et (3). Or (i) ne contient pas c : donc c'est le résultat 
de l'élimination de c entre (2) et (3). [Nous avons déjà 
démontré ce théorème (p. i3) avec plus de généralité.] 

Ceci posé, si Ton suppose ( 2) résolue par rapport à c et mise 
sous la forme 



46 CHAPITRB II. 

on obtiendra Téquation (i) en éliminant c entre cette équa- 
tion et sa dérivée; or, en prenant la dérivée, c disparaît; 
Téquation dérivée est donc le résultat de Télimination de c, 
et Téquation 

âx ày dx 



OU 



(4) ^^f^dx+'ldy 

doit être identique à (i), c'est-à-dîre fournirles mêmes valeurs 
de -j- pour les mêmes valeurs de a: et ^ ; on pourra donc poser 

dx dx ' ày Q 

et, en appelant [jl le rapport de ^ à P, 

on en conclut 

ce qui démontre l'existence du facteur d'intégrabililé [x. 
11 est essentiel d'observer que (i) et (4) ou 

^{Vdx ->r- Qdy) = o 

ne sont identiques que pour les valeurs de y satisfaisant à ( 3 ) ^ 
il pourra donc se faire que certaines valeurs de^ satisfassent 
à (i) sans satisfaire à (4). Ces valeurs sont celles qui rendent 
[JL infini : en effet^ 

donc Pdx -h Qrf^ s'annulera non seulement pour 

àf ^ àf ^ 
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mais encore pour - = o. On voit donc que - == o fournira 

^ . . . ^ 

en général une solution singulière. 



La recherche du facteur jx est le plus souvent un problème 
difficile à résoudre; si Ton exprime en effet que 

est une différentielle exacte, on a 

à.^xP à.txO 

dy ~~ dx 
ou 

Celle équation en [jl est une équation aux dérivées partielles, 
et nous verrons dans un aulre Chapitre que, pour la résoudre, 
il faut en général savoir intégrer l'équation (i). 

Toutefois il y a des cas dans lesquels on peut deviner une 
solution de l'équation (5). et comme, évidemment, toute 
solution de (5) est un facteur d'intégrabililé, on pourra 
ramener l'intégration de (i) aux quadratures. S'il existe, par 
exemple, un facteur ;jl fonction de x seul, l'équation (5) se 
réduira à 

^\ôx dy) ^ dx 



ou a 



1 d\j. I /dP d(l 



(^1 _ '^V\ 
\dx dy) 



\L dx Q \ da? 

et, [JL devant être fonction de x seul, il faudra que le second 
membre de celte formule ne contienne que x\ si cela a lieu, 
en le désignant par '^{x), on aura 

\L dx • 



\ 
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OU, en intégrant, 

et [Ji sera connu. On trouvera tout aussi facilement, quand il 
en existera un, un facteur d'intégrabilité fonction àe y seul. 
Lorsqu'il existe un facteur d'intégrabilité de la forme XY, 
X désignant une fonction de x seul et Y une fonction de y 
seul, on peut le découvrir en observant que la formule (5) 
devient, pour [jl = XY, 

XY (^ - ^W QYX'— pxr 

ou 

dy ôx ^ X Y 

La quantité-: -~> qui est nulle dans le cas où Prfx -h Q^ 

est une différentielle exacte, est donc de la forme 

Q/(.r)-PF(j.) 

quand jjl est de la forme XY, / désignant une fonction de x 
seul et F une fonction Aq y seul, et Ton a 

\' Y' 

par suite, 

logX =Jf{x)dx et logY ^j¥{y)dy. 

Remarque L — L'équation (5) a une inflnité de solutions; 
en d'autres termes, il y a une infinité de facteurs d'inté- 
grabilité. 

En effet, soit [jl un facteur d'intégrabilité de Vdx -\-^dy\ 

on aura 

ix{y dx ^ (Idy) = df, 

f désignant une fonction de x et y^ et, ç'(/) désignant une 
fonction arbitraire de/", on aura 

JXCp'(/)(P^U? -r- (^df)= ^'(/)d/=d^{/), 
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ce qui prouve que Prfx -f- QrfjK» multiplié par [jl f '(/), est 
encore une différentielle exacte rff (/) et que (A'f'(/)est un 
facteur d'intégrabilité. 

Remarque II. — Tout facteur d^ intégrahilité de 

est de la forme [f'f{f), [f- désignant l'un d'eux et f dési- 
gnant la fonction qui a pour différentielle ^{Vdx + Qrf>^), 
ou, plus généralement, f désignant une fonction qui, égalée 
à une constante, fournit une intégrale de 

PûLp-h (i^dy = 0. 

En effet, soit M un facteur d^ntégrabilité : on aura 
<i) M{Vdx-^(ldy)=d^, 

ij désignant une certaine fonction de x et j/*; on a de même 
<2) |x(Pû?a:-hQ4r) = rf/. 

Or, si l'on pose Prfx -4- Qrf^ = o, on aura 

d^ = o et rf/* = o 
€t par suite 

^j; = const., /= const. 

Réciproquement, Tune des équations 

^j; = consl., /=const. ou d^=Oy df=o 

entraînera l'autre; car elle entraînera 

Pûtr + Qc?/ = o. 

Ainsi / et <j^ sont constantes en même temps, c'est-à-dire 
qu'ils sont fonctions l'un de l'autre; de (i) et (2) on tire 

M _ rf6 

et, comme if est fonction de/, on voit que — estfonctionde/: 
donc M = |J^f (/). c. Q. F. D. 

L. — Traité d'Analyse, V. 4 
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Remarque III. — Si l'on connaît deux facteurs jx et M 
susceptibles de rendre 

jx(PûtrH-Qrf7) et M(PéteH-Qrf7) 

différentielles exactes, en égalant le rapport — à une con- 

S tante, on aura l'intégrale de Inéquation Prf^ + Q rf^ = o, 
puisque, /= c étant cette intégrale, M =/i^» 

Nous terminerons ce qui est relatif à la théorie du facteur 
d'intégrabilité en faisant connaître une méthode qui permet 
souvent de le découvrir : cette méthode consiste à décom- 
poser l'expression Pdx -{-Qdy en deux autres de la forme 
Gdu-j-Hdif; G, H, a, i^ désignant des fonctions de x et y, 
on est alors ramené à trouver le facteur de G rfw + H rfç' ; 
G~* est un facteur de G du, et H~* un facteur deVLd^^; le 

facteur le plus général de G du est •^p > celui de Hrfç' est 

-TT^l / et F désignant des fonctions quelconques, s'il est 

possible de déterminer des formes de / et F, telles que l'on 

ait identiquement 

fju) _F(v) 

G "" H ' 

en appelant [x la valeur commune de ces rapports, il est clair 
que [x(Grfw -f- Hdi^) ou |x(Prfa: + Q^dy) sera une différen-. 
tielle exacte. 

Pour bien faire comprendre l'esprit de cette méthode, nous 
l'appliquerons à l'exemple suivant : 

Intégrer l'équation 

(i) (jr-^-x^)cla;-^-{y^ — x)dy =o. 

Cette équation peut s'écrire 

{ydx — X djr) -^ (^x* dx -h y* d/) = o; 
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il est visible que ydx — xdy a pour facteur d'intégrabi- 

lité — r> car 

ydx — X dy __.^. 

son facteur d'intégrabilité le plus général sera donc — / ( - ) > 

/désignant une fonction arbitraire. De même x^dx -{-y^dy 
a pour facteur d'intégrabilité un, et, comme 

ar* dx-^ y^dy — d -z > 

son facteur d^intégrabîlité le plus général est une fonction 
arbitraire F(j?3 -r-y^) de x^ -^-y^- Si donc on peut disposer 
de /et F, de telle sorte que 

[X sera un facteur d'intégrabililé du premier membre de (i). 
Pour satisfaire à cette équation, il faut prendre 



/(|)=7*F(^'-+-7»): 



y'^Yi^x^ -r y') devra donc être homogène et de degré o ; pour 
satisfaire à cette condition, il suffit de prendre 



I « 



et l'on a 

rintégrale de l'équation (i) est alors 



/ 



( y -t- a:* ) ûte -f- ( r * — x^dv 

>^ -^ '—^ = const. 



(a?«-f-^8)» 
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III. — Sur une méthode propre à fonmir on facteur 

d'intégrabilité. 

Considérons Téquation 
(i) Pdx-^(lefy = o; 

effectuons la substitution consistant à changer ^ en ^ 4- eX, 
eiy en j^H-eY; X et Y désignant des fonctions de x ely^ 
et e un infiniment petit ou, si Ton veut, une constante indé- 
pendante de :r ety que nous nous proposons de faire tendre 
vers zéro. L'équation (i) deviendra 

V dx dyj\ dx dy ^J 

ou, en vertu de (i), 

Supposons que l'on puisse déterminer X et Y de telle sorte 
que cette équation soit identique à (i); on aura, en expri- 
mant que ces équations donnent les mêmes valeurs de -^^ 
c'est-à-dire en remplaçant dx par Q, dy par — P, 

(S-^-fv)Q.P(gQ-|r) 

-(S-gv)P.<,(2Q-^^p)=c, 



c'est-à-dire 

à 



dy PX H- QY dx PX -h QY 



= o; 
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cette équation montre que t;^ — ^ est un facteur d'intégra- 
bilîlé de P rfj? -f- Q dy. Donc : 

Etant donnée V équation différentielle 

(i) P <ia? -+- Q (i^ = o, 

si l'on peut trouver des /onctions X, Y telles que, en rem- 
plaçant dans cette équation x et y par x + eX et par 
y + eY, elle ne change pas de forme {abstraction faite 
d'un facteur)^ r expression 



PX-i-QY 



sera un facteur d' intégrabili té, La quantité e est supposée 
infiniment petite. 

On voit que, si P et Q sont des fonctions homogènes de 
même degré, la substitution Ae x -^zx k x tl àt y -\-ty ky 

n^altère pas Téquation (i) ; p r^ est alors un facteur d'in- 

tégrabilité {LiEy A bhandlungen der Gesellschaft der Wis- 
senschaften, Christiania, 18741 et aussi Gôttinger Nach- 
richten, 1874; Ma thematische Annale n, t. VIII). 

IV. — Méthode de Lionville. 

Liouville, dans le tome XX de son Journal, r^ série, a fait 
une remarque qui permet souvent de trouver un facteur d'in- 
tégrabilité. Considérons Téquation différentielle 

introduisons dans la fonction/, en la généralisant, un para- 
mètre a, ce qui est évidemment possible d'une infinité de ma- 
nières, et soit 
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le résultat obtenu en différentianl totalement la fonction /et 

en y remplaçant -j- par /. Si le paramètre a a été choisi de 

telle sorte que/4(^,^) ou même ^{f)f\{^^y) ne le con- 
tienne plus, ^{f) désignant une fonction quelconque de /, 
Tintégrale de l'équation (i) pourra être représentée par 



r?(/) ^^^y — f^) = consl.; 



df 

en d'autres termes, cp(/) -j- sera un facteur d'inlégrabilité de 

dy — fdx. 

Pour démontrer ce théorème, observons que, 'f{/)/i ne 
contenant plus a, on a 



à^(f)A à \ , ^ Idf 

0% doL 



r,MI-/|)]=". 



c'est-à-dire 



dç> df (df ^fàf\.^,fJ d^f ^ , d'/ \.^,f. àf df _ 



ou 



il en résulte que 

'^U)'idy-f'^(f)'ldx 

est une difierentielle exacte ; si donc on met l'équation pro- 
posée (i) sous la forme 

dy—fdx = o, 
on voit que ç(/) -p sera un facteur d'intégrabilité. 

G. Q. F. D. 

On voit que, pour que la méthode d'intégration précédente 
réussisse, il n'est nullement nécessaire que cp(/) ~ soit indé- 
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pendant de a; il sufGt que, pour la valeur particulière de a 
dont on fera usage, on ait 

et que (p(/) j- ne soit ni nul ni infini. Cette remarque est 
encore de Liou ville. 



y. — Des équations homogènes. 

Lorsque P et Q sont des fonctions homogènes de même 
degré, 

P éf J? H- Q rfj/' = o 

est une équation homogène* Nous donnerons deux mélbodes 
pour intégrer cette équation : 

!*• On peut poser - = -3, d'où 

y = zx^ dy=^ z dx '\- X dz\ 
on a alors 

(P-h (\z) dx -\- (^x dz = o; 

or P et Q sont à un même facteur près, que Ton peut suppri- 
mer, des fonctions de z ; dans cette équation, les variables sont 
alors séparées et l'on a 





dx qdz 
X ~ P-T-Q^' 


d'où Ton tire 


ï«g^=/plQ^+^^°^^- 


ou 


.r = ./pVi.— '• 



L'intégrale est de la forme x=zcF{z) ou x:=cF(-y x 
eiy étant les coordonnées d'une courbe, - est la tangente de 
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Tangle polaire Q; on peut donc écrire, en appelant r le rayon 
vecteur, 

.r=ciKÔ) ou r=c-'-^-~: 
^ cos6 

les courbes correspondant aux diverses valeurs de c sont 
donc homo thé tiques. Ainsi les équations homogènes repré- 
sentent des familles de courbes homo thé tiques. 

2® On peut observer que le facteur d*intégrabilité est, 
comme on Ta vu § III (Pa: 4- Q^)~* : vérifions-le, on a 



2(p^-^Q7)-pQ-q(^ 



dx 







dyVx-\-Kly (Pa^-r-Qr)* 

il en résulte 



dx Pa?-HQ^ dy Par-f-Qj^ 

_ ^y" dx ^y dy) ^V dx ^y dy) _ mPQ-mQP 



(Par-i-Q^)» (Pj?-+-Q^)» 



= 0, 



m désignant le degré de Thomogénéité de P et de Q : ainsi 
Pj7 + Qj' = o est en général une solution singulière. 

Application. — Trouver une courbe dans laquelle le 
rayon vecteur est moyenne proportionnelle entre la sous- 
normale et l'ordonnée. 

L'équation du problème est 

dy 

X^^y^==y,y£ 

ou 

(a?«-f-7«)e/iF — y^dy =o; 



1 
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le facteur est 

En régalant à oo, on a la solution singulière 

ar« — y^ '\-y^x = o ; 
elle représente Irois droites. Posons — = 3 ou^ = zx : nous 

x 

aurons 

(x*-f- z-x^)dx — jr»5*(z dx -i- X dz) = o 

ou 

{i -^ z^)dx — z*(z dx -h X dz) = o, 

c'est-à-dire 

dx z^dz 

on en tire 

loga:= Alog(^ — a)-f-B log(^ — P)-+- G Iog(^ — y)-+- const., 

A, B, C désiernant — %-> — ^» — ~- et a, B, v les racines 
de \ -\- Z' — >3' = o et, par suite, 



K(î-.)*(i-^m-') 



c 



K désignant une constante. 
Les équations de la forme 



dy _ p / ax-^by-^c \ 
dx \a'x -T- b'y-\- c' / 



> 



OÙ a, 6, . • sont des constantes, s'intègrent comme il suit 
o n pose 



d'où 



ax -h 6y H- c = {, 
ax -+• h' y H- c' = T| ; 



^- ab'—ba! ' 

y - ab— ba' 



dy ^ b dr^ - b'd^ . 
ûtr "" a 6^T, — a' d^ * 
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Péquation proposée devient alors 



ady[ — a'd\ \r\) 



Cette équation en Ç et 7| est homogène : elle poura donc s'in- 
tégrer par les méthodes précédentes , quand on aura chassé 
les dénominateurs. 

Toutefois, pour que la méthode que nous venons d'indi- 
quer réussisse, il faut que l'on n'ait pas aV — 6a' = o. Mais, 
dans ce cas, on peut poser 

CL z= pa\ b -=. pb\ 
et l'équation à intégrer est réellement de la forme 

dx \ a' x-^b'y -\-d a' x -^ b'y -\- c' ) 

OU 

alors, en posant a' x-r- b'y = z, ou 

_ z — a' T dy _ ^ ^^ «' 

^~ b' ' dx~ b' di~~ b^' 

l'équation à intégrer devient 

b' dx --^^-^ b' 
ou 

dz 



-, =dxy 



b'J\z)-^a' 
équation dans laquelle les variables sont séparées. 

Remarque. — Une équation de la forme 

F(a:,7, dx, dy) = o, 

d'où l'on peut tirer, même théoriquement, ^ sous la forme 
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d'une fonction homogène de degré zéro en x et y^ doit être 
considérée comme une équation homogène et s4ntégrera en 

prenant ^ = ^ comme fonction inconnue à la place de^. 



VI. — fiqaations linéaires. 

On appelle équation linéaire du premier ordre toute équa- 
tion de la forme 

(0 S--P^ = Q' 

du premier degré en^ et en -~ > dans laquelle P et Q désignen t 
des fonctions de la variable x. Pour l'intégrer, on pose 

, ^ dv dç du 

(2) y^u.,, _ = „_ + ._; 



elle devient alors 



dv du ^ ^ 

CLX çLX 



Profitant alors de l'indétermination de u et p, on choisira r, 
de telle sorte que Ton ait 

(3) . S + P^^O' 
ce qui réduit Féquation précédente à 

(4) •'^ = Q = 
de (3) on tire successivement 

\oev = — / p dXj u = e-/P«te: 







dv 


— -^PdXy 


cl 


de 


(4)' 


on tire 
du _Q 



u =f^ =j'(lelfi'dx. 
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soit moyenne proportionnelle entre l'abscisse et la sous- 
normale. 

L^équation du problème est 



ou 



dy T y dy y X 

-j- = — h— ou -^ = -: 

dx y X dx X y 

c'est une équation de BernouUi ; elle peut s'écrire 

dy r* 
'^ dx X 



et, posant ^^ = z, on a 



dz 2« _ 
dx X ' 



d'où 



z = e ^^ '^ j xe^ ^ dx 
— c'^T* I xe^''^^'' dx = ~ j, 



x^dx = — 

4 x^ 



et 



y — /x^ ac 



VIII. — Snr une équation plus générale que celle de Bemoolli 
et son application à la théorie des développées. 

L'équation 

(I) g + p^ + Q^î = R, 

où P, Q, R sont des fonctions de x seul, s'intègre quand 
on en connaît une solutionnai ; en effet, alors on a 
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retranchons (2) de (i) et posons y — y^z=zz^ nous aurons 
^^^ ^-^(Ph-2Q7.)z-4-Q*« = o, 

ce qui est une équation de Bernoulli, réductible à la forme 
linéaire, en prenant pour fonction inconnue -> et l'on a 

1 ou — î — = c-^<'*+»Urt)rf' Coe-'^^^-^^Qyi^dxdx. 

^ y-yi J ^ 

On rencontre l'équation que nous venons d'intégrer dans 
diverses circonstances et, en particulier, quand on cherche 
les développées des courbes gauches. Soient 

(4) X = az-Jr CL, y = bz -\-^ 

les équations de la tangente à une courbe gauche : un plan 
tangent pourra être représenté par 

(5) {x — az — a)-hX(y— 6z — p) = o. 

Ce plan en se déplaçant engendre une développable dont la 
génératrice aura pour équations (5) et sa différentiel le 

(6) —zda — diL'^dl{y — bz — ^)—'k{zdb-\-d^) = o\ 
les équations d'une parallèle à cette génératrice sont 



X 



dX da -\- b dk -^ X db adX — \da — X'^db 

Si nous exprimons que la génératrice (5), (6) est normale à 
la tangente, l'arête de rebroussement de la surface envelop- 
pée par le plan (6) sera une développée, et nous aurons 

a{adX — X da — \*db)-\- b{da-\-b dk-^-X db)-t- dX =0 

ou bien 

(7) dX{a^ -h b* -{- 1) -\-X(b db — a da) — X^a db = — bda; 

c'est une équation du genre de celles que nous avons appris 
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à intégrer. On en connaît toujours une solution : en effet, 
considérons le plan tangent 

X — az — a-i-X(^ — hz — p) = o; 

exprimons quHl est perpendiculaire à sa propre direction; 
nous aurons 

(8) i-+-X*-r(a-H6X)« = o. 

Il est facile de voir quMl est aussi perpendiculaire à sa direc- 
tion infiniment voisine; en effet, quand on a 

Aî H- B» -h C* = o, 
on a encore 

A(A^-tfA)4-B(B4-^B)-+-G(G-h^/C) = o, 

car cette formule se réduit à A rfA H- B rfB 4- G rfC = o. 

Ainsi, en déterminant \ au moyen de l'équation (8), le 
plan tangent à la courbe considérée enveloppera une déve- 
loppable dont la génératrice sera contenue dans deux plans 
normaux au plan enveloppant; elle sera donc normale au plan 
enveloppant, c^est-à-dire normale à elle-même et aussi à la 
courbe proposée; Tarête de rebroussement de la dévelop- 
pable considérée sera donc une développée, et \ tiré de (8) 
sera une solution de (7). 

On tire de (8) 



^ _ — ah =b /7^ rt' -r- />* / — î 
si Ton pose alors dans (7) 

— ah rh >J — i /a* - ^* -^ 1 i 

on obtiendra une équation linéaire pour déterminer y? 6t le 
problème se résoudra par les quadratures, comme on le savait 
d'ailleurs (T. II, p. 38i et suivantes). 

Cette solution a été donnée par M. O. Bonnet. 
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Nous rencontrerons une autre application importante de la 
théorie que nous venons d'exposer dans la recherche des 
lignes asj^mptotiques des surfaces gauches. 

IX. — Des équations que Ton intègre en les différentiant. 

Un grand nombre d'équations s'intègrent en les différen- 
tiant ; nous allons les passer successivement en revue : 
1° L'équation 

dans laquelle^ désigne la dérivée ~y devient, en la diffé- 
rentiant, 

dx=^f\y)dy 

ou, en multipliant par j^, 

dy=^f\y')ydy. 
En intégrant, on a 

<2) y =Jf{y)ydy-\- const.; 

l'élimination de^' entre cette équation et (i) donne y en fonc- 
tion de a;; on peut donc dire que l'ensemble des équations 
(i) et (a) représente l'intégrale générale de (i). 
2° L'équation 

(3) y^fiy') 

s'intègre d'une manière analogue. En la différentiant, on a 

dy ^f\y)dy 

ou 

ydx=f\y)dy, 

d'où l'on tire 

L. — Traité d'Analyse, V. 5 
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et, en intégrant, 

(4) x= I "^ , </y-t-const.; 

rélimination de y entre (3) et (4) donne une relation entre x 
ely contenant une constante : c^est l'intégrale générale de(3). 
Appliquons ces considérations à quelques exemples : 
i** Trousser une courbe dont la normale soit constante 
et égale à a. 

L'équation du problème est 

(A) 7/1 -!-/« = a 

ou 

a 

Y = 



en difTérentiant, on a 

OU, remplaçant dy p^vy'dx^ 



et, en intégrant, 

ati ■=. a. 

/i-+-y 



r 

X = a • -+- c. 



c désignant une constante. L'élimination de y entre cette 
équation et la proposée donne 

(x — cY -hj'* = a*. 

C'est la solution générale : en éliminant c entre cetle équation 
et sa dérivée par rapport à c 

X — c = 0, 

on a une solution singulière 

V = it a. 

La solution générale représente un cercle ayant pour rayon 
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a et son centre placé sur Taxe des x\ la solution singulière 
(p. 24) se compose des deux droites qui constituent l'enve- 
loppe de ces cercles. 

Il est clair que le problème que nous venons de traiter au- 
rait pu se résoudre en tirant^' de Téquation (A), ce qui aurait 
donné 



'-^% 



I7 



ce qui donne sur-le-champ 

/a* — y^ = X -h c. 

2" Intégrer r équation 

(B) x = ey'-^y. 

En différen liant, on a 

dx = ey'dy-^dy 

et, en multipliant par^, 

djr=y(ey'-^-i)dy, 

par suite 

(G) y= I y(ey'-hi)dy-i-consi. 

L'élimination de y entre (C) et (B) donnerait l'intégrale de 
(B); mais on peut se dispenser de faire cette élimination, et 
dire que (B) et(C) prises simultanément représentent l'inté- 
grale de l'équation (B). 

Lorsqu'une équation différentielle du premier ordre ne 
contient pas l'une des variables ar, y^ bien qu'on ne puisse 

pas la résoudre par rapport à^= ^j il peut arriver qu'on 

puisse l'intégrer, soit en termes finis, soit au moyen de fonc- 
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lions elliptiques; si, par exemple, j^ n'entre pas dans l'équa- 
tion, on peut la supposer mise sous la forme 

d'où Ton tire 

Si alors x et <f(x) ou y sont calculables en fonction d'un 
même paramètre, soit rationnellement, soit en faisant inter- 
venir rationnellement un radical carré recouvrant un poly- 
nôme du quatrième degré, y sera exprimable en termes finis, 
ou au moyen des fonctions elliptiques. C'est ce qui arrivera si 
l'équation donnée représente une courbe de genre zéro ou 
un, en y considérant x comme une abscisse et y comme une 
ordonnée. 

Le cas où cette courbe est de genre zéro ne présente pas 
de difficulté : supposons-la de genre un, on exprimera x et y 
en fonction rationnelle d'un paramètre t et d'un radical , tel que 

y/A -\- B t -^ Ct'^ -\- D l^ -{- E l\ et par une transformation con- 
venable on ramènera ce radical à la forme ^(i — w''^)(i — k'^iû)\ 
X eiy seront alors fonctions rationnelles de u et de ce radical. 
On fera alors tt= snîp, et x, ainsi que^, deviendront fonctions 
rationnelles de sncp, cn^, dny ; l'expression j^rfj: se ramènera 

à la forme 

F(sno,cncp,dn<p)d/cp, 

F désignant une fonction rationnelle, et pourra être intégrée 
par les procédés connus \ x et y seront alors exprimés au 
moyen du paramètre o, et il n'entrera, si l'on veut, dans leur 
expression, que la transcendante et des logarithmes. 

Si la courbe représentée par l'équation qui lie x ky était 
de genre deux, on pourrait encore exprimer x et y et par 
suite ^ et^ au moyen d'un même paramètre, explicitement, 
au moyen des fonctions hyperelliptiques ; mais, si le genre de 
la courbe en question était supérieur à deux, il ne faudrait 
plus songer à obtenir un résultat explicite. 

Par exemple, une équation du troisième degré en x et y 
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OU en y et y s'intégrera toujours au moyen des fonctions 
elliptiques; une équation du quatrième degré également 
lorsque x eiy n'y entreront ni l'un ni l'autre au degré zéro ou 
un, etc. 

X. -- Équation de Glairaut. 
L'équation 

dans laquelle /(^) est une fonction quelconque delà dérivée 

y = --^, est connue sous le nom d'équation de Glairaut; on 

peut considérer cette équation comme celle de la tangente à 
une certaine courbe C, exprimée au moyen de son coefficient 
angulaire y. On prévoit alors que, la courbe en question 
devant être l'enveloppe de ses tangentes, son équation s'ob- 
tiendra en éliminant^' entre l'équation (i) et sa dérivée prise 
par rapport ky. Le résultat que l'on obtient ainsi est évidem- 
ment une solution de l'équation (i), mais on voit moins bien 
quelle doit être la solution la plus générale : cette solution 
générale s'obtient en remplaçant y par une constante arbi- 
traire dans l'équation (i) elle-même. C'est ce que nous allons 
trouver par un calcul direct. 

Pour intégrer l'équation (i), diilérentions-la; nous aurons 



ou bien 






[^^/'0'')]S;=o, 



équation qui se décompose en 

dv' 
x-\-f'{y) = o el-^- =0 ou y'=const. = a. 

On obtiendra la solution de (i), en éliminant y entre l'une 
de ces équations et (i), ce qui donne les deux solutions sui- 
vantes : 1° 
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et 2° la résultante des équations 

(-0 ( ^ +/'(/) = o, 

La première solution est l'intégrale générale de (i) ; c'est l'é- 
quation d'une tangente à la courbe C; la seconde solution est 
singulière, elle peut être représentée par les équations 

y = ax -+-/(a), o = x -\-f\a) 

et sous cette forme on voit qu'elle représente Tenveloppe de 
la droite y ^=^ ax -{- f{a)^ c'est-à-dire la courbe elle-même. 

Ainsi l'intégrale de l'équation de Clairaut s'obtient en rem- 
plaçant la dérivée de la fonction inconnue par une constante, 
et la solution singulière en éliminant la constante entre l'in- 
tégrale générale et sa dérivée relative à la constante. 

Le problème qui a pour but de trouver une courbe con- 
naissant sa podaire dépend d'une équation de Clairaut. 

Pour trouver la podaire d'une courbe, en prenant l'origine 
pour pôle, désignons par x^y les coordonnées d'un point 
quelconque de cette courbe : l'équation de la tangente en ce 

point sera 

Y-J=y(X-:r); 

la perpendiculaire menée par l'origine aura pour équation 

y 

L'élimination de x^y et j/ entre ces deux équations et celle 
de la courbe et de sa dérivée donnerait la podaire; mais, en 
supposant la podaire connue, l'élimination des coordonnées 
X, Y entre les équations précédentes et celle de la podaire 
donne l'équation difierentielle de la courbe ; soit F(X, Y) = o 
l'équation de la podaire; celle de la courbe sera donc 
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Celte équalion résolue par rapport ky — y^j donne un résul- 
tat de la forme 

c^est-à-dire une équation de Clairaut. 

La courbe cherchée est représentée par la solution singu- 
lière de cette équation; Tintégrale générale de cette équa- 
tion représente Pensemble des tangentes à la courbe cherchée. 

Proposons-nous, par exemple, de trouver la courbe dont 
la podaire est une ligne droite 

Y = c. 

L^équation difTérenl^ielle de la courbe cherchée s^obtiendra en 
éliminant X entre les équations 

X -+- cy = o, 
ce qui donne 

c^est une équation de Clairaut. L^intégrale générale s'obtient 
en remplaçante^ par une constante m, ce qui donne 

y = mx-^ (iH- m*)c; 

l'intégrale singulière, qui est ici la solution intéressante, s'ob- 
tient en éliminant m entre cette équation et sa dérivée rela- 
tive à m : 

o = X H- 2cm, 

ce qui donne 

x^ / x^\ 

r = ^-(i-+-r-î)^- 

^ ac \ 4cV 

Ainsi la courbe qui a pour podaire une droite est une parabole, 
résultat connu. 

La recherche d'une courbe parallèle à une courbe donnée 
présente de l'analogie avec ce dernier problème ; soit en eflfet 
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-^z=y\ l'équation de la tangente à une courbe en fonction 
de son coefficient angulaire est 

c'est une équation de Clairaut; l'équation d'une parallèle à 
cette tangente située à la distance / de cette tangente est 

(i) y=zyx-\- ç (/ ) -± l y/i H-/* : 

cette équation est encore une équation de Clairaut; son inté- 
grale générale est l'équation d'une tangente à la parallèle à 
la courbe donnée, son intégrale singulière sera l'équation de 
l'enveloppe de la tangente (i) dans laquelle y sera regardée 
comme une constante : cette enveloppe est la courbe parallèle 
cherchée. 

Ainsi, pour trouver l'équation d'une parallèle à une courbe, 
il suffira de chercher l'enveloppe d'une parallèle à la tangente. 
L'équation tangentielle de la parallèle s'obtient facilement en 
éliminant j^' entre les équations suivantes, qui font connaître 
les coordonnées tangentielles Ç, t^ d'une tangente quelconque : 



\ = 



'^ = 



■y 



I 



XI. — Équation de Lagrange. 

L'équation connue sous le nom d'équation de Lagrange est 
la suivante 

c'est, comme l'on voit, une équation du premier degré en x eiy 

dy 
contenant la dérivée j^=^ d'une façon quelconque. En la 

diflférentiant, on a 

dy = dxfif) -f- xf{y) dy + F(/) dy-, 
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en remplaçant dy p^v ydx^ elle devient 

[/(/)-/] ^ -^ ^f(y) - F'(/) = o; 

celte équation, linéaire par rapport à .r, pourra être intégrée 
au moyen de quadratures et, en éliminant y' entre son inté- 
grale et (i), on aura l'intégrale générale de l'équation (i). 

Plus généralement, supposons qu'une équation différen- 
tielle puisse être résolue par rapport à l'une des variables /, 
et mise sous la forme 

la différentialion donnera 

si l'on peut intégrer celte équation en x et y\ dans laquelle 
dx et dy n'entrent que sous forme linéaire, l'élimination de 
y entre l'intégrale générale de celte équation et^ = F(^, y') 
donnera l'intégrale générale de l'équation proposée. 



XII. — Généralisation des théories précédentes. 

Quand une équation différentielle est rebelle à toutes les 
méthodes exposées jusqu'à présent, on peut essayer de l'inté- 
grer en la différentiant. En combinant alors l'équation pro- 
posée avec celle que l'on a obtenue par ladifférentiation, il peut 
arriver que l'on parvienne à former une équation intégrable; 
Félimination de^' entre le résultat de l'intégration et l'équa- 
tion proposée donne alors l'intégrale générale de cette équa- 
tion. 

Le succès de la méthode que nous venons d'indiquer ne 
doit jamais être considéré comme assuré ; il dépend beaucoup 
de la sagacité du calculateur, et nous en ferons bien connaître 
Tesprit en l'appliquant à quelques exemples. 

1° Tromper une courbe dont la normale partage en 
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deux parties égales V angle des rayons vecteurs issus de 
deux points fixes. 

L'équation diGTérenlielle dii problème est, en posant-^ ==>^ 
et en appelant 2C la distance des points fixes, 

en diiTérentiant cette équation par rapport à jr, on a 

(2) ^(a^yjr— 7«-*-ar«-hc»)-+-7'»j?— ^y*-T-a?^'— 7=0; 
en éliminant JK* — x^ — c^ entre (i) et (2), on trouve 

et, en divisant par i -h j^'^, 

y'xy -h ory'^ ^yy' = o. 
Divisant par xyy ^ on a 



y' v' I 
• ^ =0 



y y ^ 

ou bien 

log^/'-+- log^ — loga; = logconst. = logX-, 
d'où 

yy = kx = — -^^x\ 

en éliminant j^ entre cette équation et la proposée, on trouve 

en supposant bien entendu c^ = a^ — 6^, ainsi qu'on devait 
s'y attendre. 

2" Un chien court après son maître dUin mouvement 
uniforme, le maître parcourt aussi d'un mouvement uni- 
forme une ligne droite, la vitesse du chien rencontre 
constamment le maître, ou, si Von veut, la tangente à la 
courbe que décrit le chien rencontre sans cesse le maître, 
quelle est la courbe décrite par le chien? 

Prenons la trajectoire du maître pour axe des y et une 
perpendiculaire à cette droite pour axe des x. 
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Au bout du temps t, l'ordonnée du maître pourra être 
représentée par at^ la tangente à la courbe décrite par le 
chien est représentée par Téquation 

et, comme elle passe par le maître, on a 

(I) at-y = ^xf-; 

mais, en appelant b la vitesse du chien, on a 

ds = b dt ou * = bt, 

S désignant Tare du chemin parcouru par le chien ; on tire de 
là /, et, en le portant dans (i), on a 

as dy 

b -^ dx 

Pour intégrer cette équation, il faut d'abord la difTérentier, 
ce qui donne 

^ V dx^] ~~ dx^ 

ou bien, en posant ^- = J^\ 

a \ dv' 

ou 

a dx ^ dy 

b X ^i^y'i * 

en intégrant, on a 

— j ^ogx -h loge = log(/-+- /i-h/0» 

c désignant une constante. Nous ferons — ^ = [jl ; nous aurons 
alors 

y = > 

2 

C C~^ 
Y = — ; r X\f--^^ H 7 X^-V- -4- CODSt. 
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La courbe en question porte le nom de courbe de pour- 
suite. 

En général, quand, dans un problème de Géométrie, Tare 
entre comme donnée, la recherche de cette courbe dépend 
d'une équation qu'il convient de différentier. Voici un 
exemple : 

3® Trouver une courbe dont Varc soit une fonction de 
Vordonnée. 

En appelant s Tare, x, y les coordonnées d'un point de la 
courbe, on a 

* = ?(7) 
et, en différentiant, 



vMS7"'''^'^^ 



on en conclut 

et 

dx = dy /[cp'(7)j2 — i, 

lorsque <f'^ sera de la forme 

a, b^ c, m, n désignant des constantes, ou 

, V^aj» -r- by -H c 



? 



my -^ n 



On pourra obtenir x sous forme finie en fonction de^; nous 
examinerons les cas suivants : 

!• © = a ©' = 0, 

a» o = a r, ©' = a, 



4°? = >«v6^, <p' = 



a 



/r 
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1" îp = a donne x =^y \/ — i -H c : ainsi les courbes dont 
l'arc est de longueur constante sont les droites isotropes, 

2** «p =: ay donne x =y^a^ — i + const. : ainsi les lignes 
droites sont les seules lignes dont l'arc soit proportionnel 
à l'ordonnée. 

3® Prenons ^ = a logy, nous aurons 

Nous poserons j^ = a cosu\ nous aurons alors 

rasin^udu Cada r , 

±LX = \ = / I adu cos u 

J cos a J cos a J 



OU 



dix = alo^l^BS' l ) — asiau. 



4° Prenons cp =: 2 a ^y] nous aurons 



ou bien 






Nous transformerons les coordonnées et nous poserons 

nous aurons alors 

J y/r^-y\ 
et, par suite, en changeant j't en y, 

X — r arc sin ~ -H /r* — y^ -h const. 

En posant 

/ = rsincp, 
cette formule donne 

a? = r<p + /• coso; 
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on reconnaît les équations de la cycloïde, et mieux, en rem- 
plaçant cp par — h^^y par r — ^', et x par — p 2:, 

y = r(i — coscp), 
X = r(o -H sincp). 

XIII. — Équation de Jacobi. 

Jacobi a donné le moyen d'intégrer les équations de la 

forme 

Ldx -hMdj^ -]-N{ydx — a: rf^ ) = o, 

où L, M, N désignent des fonctions linéaires de x ety. Nous 
généraliserons cette équation, et nous la présenterons sous 
une forme un peu difTérente. Nous introduirons une variable 
z^ afin de rendre les formules homogènes, et nous supposerons 
cette variable égale à i , après avoir effectué les diffïrentia- 

tions indiquées. Nous remplacerons ainsi j^ et x par ^^ et - » dy 

I , , r zdy — vdz j zdx — xdz 
sera remplacé par a - ou par — ■ — ^^ , dx par 5 y 

de sorte que Téquation proposée prendra la forme 

(1) h{zdy — ydz)-r- M(xdz — zdx)-i- "S^ydx — xdy) = o. 

Quand on fait z = i , cette équation se réduit à la proposée, 
à cela près que L y est remplacé par — M et M par L. Nous 
nous occuperons spécialement de Téquation (i) et nous sup- 
poserons d'abord que L, M, N sont des fonctions entières 
homogènes de degré quelconque ni. 

Les fonctions L, M, N sont homogènes, et, tout en leur 
conservant leur homogénéité, on n'altère pas l'équation en 
les remplaçant par L -h h.x, M 4- Aj^, N -|- Az, A désignant 
une fonction homogène de degré moins élevé d'une unité 
que L, M et N. 

Pour la commodité du langage^ nous considérerons :r, j>', Zy 
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comme représentant les coordonnées homogènes d^un point. 
Nous pouvons écrire Téquation (i) 

et l'on voit que les points pour lesquels on a 

(2) Mz — Nj^ = o, Nar — Lz = o, L/ — Ma? = o, 

ou 

L _ M _ N 

X ~ V ~~ z 

sont des points où les rapports dx \ dy \ dz seront indéter- 
minés : on donne à ces points le nom de points singuliers; 
la tangente de la courbe intégrale y est indéterminée. 

L, M, N étant entiers et de degré /w, Une saurait y avoir 
plus dem-\- \ points singuliers en ligne droite. 

Sans quoi deux des courbes (2) auraient plus de m + 1 
points en ligne droite, ce qui est absurde, puisqu'elles sont 
de degrés m -i- 1 . 

Si m -+- \ points singuliers sont en ligne droite, l'équa- 
tion de la droite qui les contient est une intégrale de 
Inéquation (i). 

En effet, prenons cette droite pour axe des x', en faisant 
X = o dans (2), on doit avoir m -f- i solutions ; donc 

hz = o, hy = o 

doivent avoir m 4- i solutions quand on y suppose x=^o\ 
donc L est un polynôme de degré m possédant m -H i racines, 
ce qui est absurde, à moins quUI ne soit identiquement nul 
pour j: = o, ce qui exige que L contienne x en facteur; mais 
alors l'équation (i) est satisfaite pouro: = o : donc l'équation 
de la droite en question est bien une intégrale de l'équation. 

Lorsque les polynômes L, M, N sont du premier degré, 
et c'est le cas examiné par Jacobi, m -{- i = 2 et les droites 
passant par deux des points singuliers sont des solutions. 
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Les équations (2), dans le cas où L, M, N sont du premier 
degré, ont trois solutions finies. Prenons les droites qui 
joignent les trois points singuliers correspondants pour axes 
de référence; Téqualion (1) devra être satisfaite pour x = o, 
ce qui exige que L contienne x en facteur; de même M doit 
contenir y^ et N doit contenir z : donc on doit supposer 
L = ax^ M =1^ by^ N = C5, a^ 6, c désignant des constantes, 
etTéquation devient 

(h — c ^yz dx -\-{^c — a)zx dy -\-{a — b)xydz =0 

ou 

b — c, c — a, a — b , 
dx H dy H dz = 0, 

X y ^ z ' 

d*où Ton tire 

xà-cyc-a^a-b = const. 

Telle estTintégralede Téquation de Jacobi : il faudra, bien 
entendu, y remplacer x^ y^ z par leurs valeurs en fonction 
des variables primitives. 

Encore un mot avant d'abandonner ce sujet. 

Pour que /(j?,^, ;;) = o soit une solution de (1), /dési- 
gnant une fonction homogène, il faut que Téquation 

-^ dx ^ /- dy -^ ~ dz^o 

dx dy '^ dz 

fournisse pour les rapports dy \ dx ', dz^ - , -^ des valeurs 

satisfaisant à (i). Mais on peut présenter cette condition 
sous un autre aspect : on a, en effet, 

àf àf df 
dx dy^ dz 

d^où Ton tire 

2 : (^ydz '-zdy)= -^: {zdx - xdy) = ^ : {xdy -y dx). 

Si Ton remplace alors ydz — zdy, . . . par --f ' " dans (1), 
on a 
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et cette équation a lieu quand (i) el/= o ont lieu en même 
temps; si donc/= o est une intégrale de (i), l'équation (4) 
sera une conséquence de /= o, et, par suite, on aura identi- 
quement 

dx dy àz •" 

a désignant un polynôme de degré m — i. Réciproquement, 
si cette formule a lieu identiquement, /= o sera une inté- 
grale de (i). On pourra donc découvrir des solutions de (i) 
en remplaçant/ par un polynôme à coefficients indéterminés 
et homogène et a par un polynôme de degré m — i . 

Quand on connaît un certain nombre de solutions par- 
ticulières de l'équation (i), on peut en déduire la solution 
générale. 

En effet, si Ton connaissait une solution de Téquation 

homogène de degré zéro, en l'égalant à une constante, on 
aurait l'intégrale générale de (i). En eflFet, si l'équation (4) 
et la suivante ont lieu 



on aura 



dx '^ dy dz ' 



g:(M^-N^)=^:(N:r-L;.) = g:(V_M^), 
et par suite, en comparant avec (i), 

àf ^ àf , df , 

-^ dx-Jf- -±- dy-^ -~- dz=^o, d ou / = const. 

dx dy '^ dz ' "^ 

Cela posé, on a identiquement, en appelant ^ une fonction 

L. — Traité d'Analyse* V. 6 
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de Uy V, iv, . . ., 

dx oy ôz du\ dx oy os 



du\ 



ôv\' âx dy dz / 



Supposons que u, v^ ... soient des solutions particulières de 
(i), en sorte que 

. du ., du _, du . ôv o 

ôx dy OZ dx ^ 

en appelant a^ b^ c, , . . des exposants coi^venables et en 
posant cp(w, p, . . .) = «/''p* . . . , la formule (5) donnera 

dr dj^ (75 '^ 

= çp(aa-i- 6ji -h. . .). 

Si donc on peut prendre aa -i- ftp -f- . . . = o, et, en appelant 
les degrés de w, ç^, . . . , [jl, v, . . . , si l'on peut prendre 
a[jL -f- ftv -f- . . .:= o, la fonction cp sera homogène de degré 
zéro et satisfera à l'équation (4); en l'égalant à une constante 
on aura la solution générale de l'équation (i). 



XIV. — Caractéristiques de M. Fooret. 
Considérons l'équation difTérenlielle 

ou y = -—• Cette équation définit une famille de courbes, et 

Ton appelle caractéristiques de cette famille le nombre [jl 
de courbes pouvant passer par un point donné M, et le nom- 
bre V de ces courbes qui touchent une droite donnée. 

Nous supposerons l'équation (i) algébrique : alors le degré 
de cette équation par rapport à y indiquera le nombre [jl de 
branches de courbe passant par le point (x^y). Si l'on suppose 
y constant dans la formule (i), cette équation représentera 
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le lieu des points pour lesquels les courbes de la famille qui 
constitue l'intégrale générale louchent une droite parallèle à 
une direction donnée y. 

Si l'on pose y = ^x H- c, l'équation 

/(a?, y'x -^ c, y) = o 

fera connaître le nombre v des points où la droite j^ =zy x -\- c 
touche les courbes intégrales : ce nombre est le degré de /par 
rapport k x eX. y. 

Application. — L'équation générale des coniques passant 

par quatre points est, en appelant s et 5' deux polynômes du 

second degré en x etj^, 

s-\- es' =. o. 

L'équation différentielle de ces coniques s'obtient en élimi- 
nant c entre 

ds - ds , /as' as' , \ 

et 5 -4- c^' = o ; cette équation est donc 



dx ' ^ ày) s'\d^'^ dy^ )'' ®' 



-;r 



et le lieu des points de contact de ces coniques avec une droite 
parallèle à y ^= y'x est donné par l'équation précédente ou 



I f)s I ds' 
s ôx s dx 



, / \ ds ' ^*' \ _ 
"^•^ \s'dy~~'s' ày)^^' 



Ce lieu est une courbe du troisième degré qui passe par les 
intersections des coniques données et par le point de con- 
cours des diagonales du quadrilatère inscrit a ces coniques. 

11 est facile d'écrire l'équation générale des coniques 
inscrites dans un quadrilatère : en effet, soient X, Y, Z des 
fonctions linéaires (premiers membres des équations des dia- 
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gonales du quadrilatère circonscrit); on a, pour Féquation des 
coniques en question, 

(A) c*X2 — c(X« -+. Y» — Zî) -h Y« = o. 

En effet, cherchons l'enveloppe de ces coniques : il faut éli- 
miner c entre cette équation et 

2cX« — (X« -f- Y» — Z«) = o, 

ce qui donne l'équation des côtés du quadrilatère : 

(X -h Y -4- Z)( — X -h Y -h Z)(X — Y -H Z)(X 4- Y - Z) = o. 

Cherchons l'équation différentielle : il faudra éliminer c entre 
(A) et sa dérivée 

et l'on obtiendra une équation du sixième degré lieu des 
points de contact avec une parallèle ky =yx. 

Mais revenons au cas général ; cherchons à résoudre le pro- 
blème suivant : 

Trouve?^ le lieu des points de contact des tangentes issues 
d^un point M et menées à toutes les courbes de la famille 
dont Inéquation différentielle est 

Soit 

(a) ¥{x,y, c) = o 

l'équation intégrale, les points de contact cherchés seront 
donnés par l'équation 

(3) ^(^-«^-*-^(^-?»=^» 

a et P désignant les coordonnées de M; or on obtient (i) en 
éliminant c entre (a) et 

(4) dï'^'^-^J^^-^^^- 
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Le lieu des points de contact cherchés s'obtient en éliminant 
€ entre (3) et (2); or (3) ne diffère de (4) que parce que y 

j est remplacé par — — -; donc le lieu cherché a pour équation 



K-'^-BÎ)- 



Il est, comme l'on voit, de degré [Ji + v, |jl et v désignant 
les caractéristiques de la famille (i). Si Ton suppose a = o, 
^ = o, les termes du degré le moins élevé de la courbe seront 
d'ordre [x et par suite, en M, le lieu aura un point multiple 
d'ordre [x. 

Il résulte de là que : 

Pour qu'une courbe transcendante puisse faire partie 
d^un système aux caractéristiques (|jl, v), il faut que les 
points de contact des tangentes menées d'un point M à 
cette courbe soient situés sur une courbe d'ordre [x + v, 
ayant un point multiple d'ordre \k en M. 

Cette condition est suffisante. 

En effet, si elle est remplie, elle le sera en particulier quand 
on prendra M à l'infini dans la direction y = j^' ^ ; soit 

(5) <p(a^,7»y)=o 

l'équation de la courbe de degré |jl 4- v qui contient les points 
de contact des tangentes parallèles à y z=^y x. L'équation (5) 
est une relation entre les coordonnées de la courbe transcen- 
dante donnée et le coefficient angulaire y de sa tangente 
variable, quand le point M se déplace : c'est donc l'équation 
différentielle de cette courbe*, elle définit un système aux 
caractéristiques ((x, v), car, la courbe (5) ayant un point 
d'ordre [x à l'infini, son degré est v en a: et j^; mais ce qui est 
curieux, c'est que la courbe transcendante ne peut faire 
partie que d'un seul système ([x, v). 

En effet, si elle pouvait appartenir à deux systèmes 
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les équations 

représenteraient la même courbe algébrique, quels que soient 
a et j3, et, en particulier, cp(d7,y, j^') =: o et ^(^x^y,y) = o 
devraient, quel que soit j^', représenter la même courbe algé- 
brique : ces équations seraient donc identiques. 

Exemple, — La courbe y =: loga: satisfait à ~- = - ou 

X -y- — I = o^ ses caractéristiques sont (i, i), et elle ne peut 

satisfaire à un autre système de mêmes caractéristiques. 

La sinusoïde a pour équation y'^-j-j^^^^ a-; ses caracté- 
ristiques sont (2, 2); le lieu des points de contact des tan- 
gentes qu'on peut lui mener d'un point (a, P) appartient à la 
courbe 



\x — a/ 



-H^î = a* 



c'est une courbe du quatrième degré. 

La théorie des caractéristiques, que nous venons d'exposer, 
est due à M. Fouret. 



XV. — Des trsgectoires orthogonales. 

On appelle trajectoires d'une famille de courbes une 
seconde famille qui coupe les courbes de la première sous 
certaines conditions. 

Les trajectoires orthogonales d'une famille de courbes 
sont des courbes coupant celles-ci à angle droit. Soit 

l'équation d'une famille de courbes, c la constante qui entre 
dans leur équation. En éliminant c entre cette équation et sa 
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dérivée relative à j; on obtient 

àx ày ^ 

c'est Téquation difTérentielle à laquelle conviennent toutes 
les courbes de la famille. Réciproquement, si l'on donne une 
équation différentiel le 

(i) ^ dx-\-(^dy ~o, 

sa solution étant de la forme /(x,^, c) = o, elle pourra être 
considérée comme l'équation d'une famille de courbes. Soit 
donc proposé de trouver les trajectoires de la famille de 
courbes représentée par l'équation (i); on en tire 

dy _ _V ^ 

dx ~ Q' 

c'est la valeur du coefficient angulaire de l'une des courbes 
de la famille passant en x,y\ alors -^ sera le coefficient angu- 
laire de la trajectoire orthogonale passant au même point et 

dy_^^ 

dx V 

sera son équation différentielle : il est clair que les trajec- 
toires orthogonales forment une famille qui constitue l'inté- 
grale de cette équation, que l'on peut écrire 

V dy — Ç^dx — o. 
Exemples. — i** 

x^ yî 

-h -.-- -r = I 



représente une famille de coniques homofocales ; en différen- 
tiant, on a 

X dx y dy 

-4 ~- = O * 
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en éliminant u entre ces deux équations, on trouve, en dési- 
gnant par h^ la difTérence entre a^ et 6^, 

c'est l'équation différentielle de la famille en question. 

Cette équation ne change pas quand on change d^ en — -r-; 

donc elle appartient aux trajectoires orthogonales : nous 
l'avons d'ailleurs intégrée plus haut. 

Les courbes représentées par une équation de la forme 



(i)'-/(..^)È-..., 



en général, sont à elles-mêmes leurs propres trajectoires 
orthogonales. 

2° Les lemniscates ayant pour foyers les points ( — c, o) et 
(-h c, o) ont pour équation 

a désignant une constante ; leur équation difi*érentielle s'ob- 
tient par simple difi'érentiatîon : elle est 

{x^ -^^ y^ -^ c'^){x dx -\- y dy) — ic'^x dx = o\ 

celle des trajectoires s'obtient en changeant ^ en — -ï-'> 
elle est donc 

(a7*-Hj^*-H c*){xdy — y dx) — ic^x dy = o 
ou 

(i) (x*-i-y^){x dy — y dx) — c^(xdy -hy dx) = o. 

Le premier terme a pour facteur d'intégrabilité (p. 44) 
; en le multipliant par ce facteur, il devient d —; 



son facteur général est donc r— r rnfi ) ' L'autre terme 

{X ~^y )op \^/ 
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a pour facteur F(xy) : on doit donc avoir, pour facteur de 
IMquation (i), 

d'où l'on tire 



f=::-0 



ce qui aura lieu quand les deux membres seront constants. 

On peut donc prendre pour facteur -j—r- En appliquant ce 

X y 

facteur, l'équation (i) devient 

L \^'/ J ^* ^^y* 

ou 



V a? c* , 
1 = const. = k 



et, en intégrant, 

X y xy 
ou 

y* — a?* — kxy = — c* ; 

c'est l'équation d'une série d'hyperboles équilatères passant 
eny = o, ^ = ±: c. 

3** Les trajectoires orthogonales d'une famille de droites 
peuvent toujours s'obtenir par de simples quadratures; 
du reste, les droites en question enveloppent une certaine 
courbe; leurs trajectoires orthogonales sont les dévelop- 
pantes de cette courbe : nous allons donc avoir à notre dis- 
position une méthode nouvelle pour trouver les dévelop- 
pantes des courbes planes. 

L'équation des droites en question est une équation de 
Clairaut : c'est l'équation d'une tangente à une courbe en fonc- 
tion de son coefficient angulaire (p. 69); elle est de la forme 

y=y'x-^f{y') 



90 CHAPITRE II. 

OU 

Les trajectoires orthogonales s^obtiendront en remplaçant j' 
par ; ; on aura alors 

c'est une de ces équations qui, mise sous la forme 

y^y =/(7')> 

coïncide avec Téquation de Lagrange el peut s'intégrer par 
de simples quadratures. 

Les courbes intégrales n'ont pas en général d'enveloppe, 
mais l'enveloppe est remplacée par un lieu de rebroussements 
qui est la courbe elle-même. 

4® Cherchons encore l'équation des trajectoires orthogo- 
nales d'une série de paraboles homofocales ayant le même 
axe 

Leur équation différentielle, obtenue en éliminant p entre 
cette équation et sa dérivée relative à x est 



•>"(£)'~"'^5x--^'^°' 



on en tire d'abord jk = o, puis 



l dy\'^ dy 



Cette équation est telle que le produit de ses racines est — i ; 
donc elle est aussi celle des trajectoires orthogonales et il 
est inutile de l'intégrer; les paraboles en question sont donc 
à elles-mêmes leurs propres trajectoires. 

Si cependant on tenait à intégrer l'équation à laquelle 
on est parvenu, on pourrait prendre pour variables x et 
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r =■ \Jx^ -\-y^ \ en effet, l'équation proposée, résolue par rap- 
porU-«,da„„e 

dy X i^ s/x^ -+- r^ , j / _L- > 

-^- = '— ou y dy = dx{x ±ir). 

clx y 

et, le changement de variable effectué, on a 

rdr — xdx = xdx±.rdx 
ou 

r dr = {ix ± r) dx. 

Cette équation (p. 55) est homogène; son intégrale est 

r — j: = const. ou r — J7=/>, 

qui revient à la proposée. 

5° Parmi les courbes orthogonales, nous signalerons encore 
les ovales de Descartes, représentées en coordonnées bipo- 
laires r et r' par les équations suivantes, où a est une con- 
stante donnée et a, ^ des constantes arbitraires, 

ce que l'on peut vérifier en construisant les normales aux 
deux courbes par la méthode de Poinsot. Les mêmes équa- 
tions dans le système pôle-directrice fournissent aussi des 
courbes orthogonales. 

6° La méthode de la transformation par rayons vecteurs 
réciproques n'altère pas les angles; elle permet donc, étant 
données des figures orthogonales, de trouver un autre système 
également orthogonal. 

7** Les transformations homographiques altèrent en général 
les angles; on peut toutefois se demander quelles sont les 
lignes orthogonales qui restent telles après «ivoir subi une 
transformation homographique. 

Pour répondre à cette question, on peut disposer les figures 
de manière qu'elles soient homologiques : cela fait, en pre- 
nant le centre d'homologie pour origine et Taxe d'homo- 
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logie parallèle à l'axe desj^, on a les formules de transforma- 
tion (p. 59, l. IV) 



(I) 



A = j-y 

X — h 



X — h 



a el h désignant des constantes. Soient ù et d deux caracté- 
ristiques relatives à deux déplacements orthogonaux : on 
aura 

(2) 8XrfX-^oYrfY = o, 

( 3 ) hx dx -^ ^y dy — o. 

Or on a 

_„ ah dx >_^ ahhx 

{X — h)* (x~h)^ 

(Pi = ^^y _ ^y ^^ av = — — — ^y^^ . 

x — à (x—h)^^ x — h (x — h)*' 

(2) donne alors 

[: —m -^ 7 — "^ , ,. 8:r é/a: -t- ; ^-r 8 v dy 
(x—h)^ {x — h)^] {x — hy -^ -^ 

Y 

— {^x dy -\- ^y dx) - — , ,, = o 
ou, en vertu de (3), 

{^x—h)^Wdx) \ dx\Xx — h)^ {x — h)^ (a: — A)*J ' 

ce que Ton peut encore écrire 

Si Ton remplace x — h par x eX,-^ P^^r^', on a 

xy{j'^ — i) -+-/ (a?» — ^« — A>) = o. 

On reconnaît l'équation d'une série d'ellipses et d'hyperboles 
homofocales : h est la demi-distance focale, x — A = o ou 
a; = A est l'équation de tous les grands axes (p. ^4)- 
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XVI. — Méthode propre à fonmir une infinité de systèmes 

orthogonanz. 

Nous avons vu que, si/(:c+^v/— i j = X -i- Yy^— -i dési- 
gnait une fonction monogène, c'est-à-dire une fonction ayant 
une dérivée unique, on avait 

àX. _dY ^ _ __ ^ 

dx ^ ây^ ày ~~ dx 

Si l'on fait décrire au point dont les coordonnées sont x e\y 
un certain chemin, le point X, Y décrit un autre chemin 
correspondant. Appelons s et S ces chemins : on a 



fdX , dX ^ \» . fd\ 
\dx 



^i-dx^^^dyy^{^^dx-^^^dyy 
= ^dx^^dy^)^-----) 

à(a;,y)' 

dS est donc proportionnel à ds. Il résulte de là que, si l'on 
considère un triangle infinitésimal de côtés ds, ds'j ds", décrit 
par le point (a?, y), à ce triangle correspondra un triangle 
de côtés rfS, rfS', rfS*^, décrit par le point (X, Y); les côtés 
du second triangle étant proportionnels à ceux du premier, 
ces deux triangles sont semblables; ils ont donc les angles 
égaux, et, par suite, à deux courbes ds, ds' décrites par le 
point {x,y) correspondent deux courbes rfS, rfS' décrites par 
le point (X, Y) qui se coupent sous le même angle. Nous 
allons maintenant étudier les conséquences de ce théorème. 
Supposons que le point (X, Y) décrive des droites issues 
de l'origine et des circonférences concentriques à l'origine : 
l'argument de f{x) dans le premier cas, son module dans le 
second cas^ resteront tour à tour constants ; les lignes décrites 
par le point (X, Y) sont orthogonales ; donc les lignes décrites 
par le point {x, y) seront aussi orthogonales. 
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Quand le point ( X, Y) décrit les cercles en question, on dit 
que le point {x^y) décrit les courbes d^égal module de la 

fonction f{x'\-y\J — i); quand (X, Y) décrit des droites 
issues de l'origine, le point {x^y) décrit les courbes d^égal 

argument de f\x -^-ysj — \)\ les courbes d^égal module 
et d'égal argument sont orthogonales. 

Cherchons les courbes d'égal module d'une fonction ration- 
nelle 

.. . (z — a')( Z-- b^ . . .iz — /) 

f(z)= — - > 

•^ {z~-ol){z—^)..,{z^\) 

a, 6, . . . , a, j3, ... désignant des quantités constantes. 
Faisons z = x -{-y\/ — 1 5 le module de f{z) est égal à 

modf^ — a)mo<\( z — h) . . . 

• 

mod(^ — a)ino(l(^^ — P) • • • * 

or le module de >3 — a est égal à la distance r^ du point z au 
point a y les courbes d'égal module, c'esl-à-dire le lieu des 
points pour lesquels le module de/(:;) sera constant, jouiront 
donc de la propriété exprimée par l'équation 

(2) = consl. 

f'7.r^ ... a 

L'argument Aq f{z) est égal à 

arg(-s — a) -+- arg(^ — 6 } -f- . . . — arg(5 — a) - arg(^ — ^ ) _ . . . ; 

or arg(-3 — a) est égal à l'angle 8^ que fait la droite allant 
du point a au point z avec l'axe des x\ les courbes d'égal 
argument de f{z), c'est-à-dire les lieux des points pour 
lesquels l'argument de f{z) est constant, ont pour équation 

( 3 ) Oa H- Oô -h . . . -h 6/ — Ofli — Op — . . . — Ox = const. ; 

les courbes définies par les équations (2) et (3) constituent 
donc un système orthogonal. 

Nous allons établir quelques propriétés des courbes qui 
nous occupent : 

1" D'abord leurs tangentes se construiront on ne peut plus 
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facilement par la méthode de Poinsot et, par suite, les tan- 
gentes à leurs trajectoires orthogonales (t. II, p. 26); leurs 
rayons de courbure sont fournis par la méthode exposée 
(t. II, p. 122). 

2° Elles présentent parfois des points multiples : ces points 
multiples sont les points où la dérivée de /(s) s'annule, et 
les tangentes au nœud forment les rayons d'un polygone 
régulier, résultat que j'ai donné dans ma Thèse. 

3° Reprenons l'équation 

il) - - ^ = CODSt. = k. 

Soient a^ et aj les coordonnées du point a, b\ et 62 celles 
du point 6, etc.; on aura, en appelant x^ y les coordonnées 
d'un point de la courbe, 

etj si l'on pose 

«1 -r aj / — I = a, ai — ai \J— i = a', 
etc., on pourra écrire (i) ainsi 

{z — a)(z'-'a')(z — h )(z' — b'). . . 



(.__a)(5'--a')C;5-fJ)(5'-P';... 



= A:«, 



ou, en posant, égale ài/\z'), la fonction obtenue en changeant, 
dans Tj CL» o y • • • , Zy « ■ • en et m o ^ ..«yÂ? ..., 

(a) A')f\^') = k*. 

Nous ferons 

en désignant par cp, «}/, cp', A' les fonctions entières qui servent 
de numérateurs et de dénominateurs à /et/'; (2) s'écrira 
alors 

^{z) ^\z') 
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oo, en appelant co et co' deux constantes, 



q{z)-^(x)'^{z) ~" k^^'{z')-^(x*'^\z'y 



c'est-à-dire 



{^(z)^io^(z)][k^^'iz')-^t^'^'(z')] ^ 

Cette équation est de même forme que (2), mais les points 
fixes ne sont plus les mêmes ; ce sont les racines d'équations 
nouvelles difTérentes de ç = o, <p' = o, ^=20, ^' = 0; mais 
les nouveaux, pôles ne seront pas les mêmes pour toute la 
série de courbes à laquelle appartenait la courbe définie par 
l'équation (i) pour une valeur donnée de k. Donc : 

Une /onction rationnelle étant donnée, ses courbes 
d'égal module pourront être les courbes d'égal module 
de bien d'autres fonctions rationnelles. Cette remarque est 
de M. Darboux. 

4** L'un des nouveaux pôles pourra être choisi arbitraire- 
ment; en effet, on peut choisir co et w' de mranière que le 
premier membre de (3) s'annule ou devienne infini, pour 
deux valeurs données, Tune de z et l'autre de zf. 

5** On peut déterminer les foyers des courbes qui nous 
occupent de la manière suivante : formons l'équation (3) et 
déterminons (o et a>' de manière que deux des nouveaux 
pôles soient confondus; l'équation correspondante de la 
courbe sera, par exemple, de forme 

^a ^ff • • • ^f #.j 

et les points d'où émanent les rayons doubles seront évidem- 
ment des foyers. 

Les courbes que nous venons d'étudier sommairement com- 
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prennent le cercle — = const., la lemniscate ra rh = consl.; 
on peut donc dire que : 

Les trajectoires orthogonales (V une série de cercles, tels 
que le rapport des distances de leurs points à deux points 
fixes soit constant se compose d'une série de cercles passant 
par les deux points fixes. 

Les trajectoires orthogonales d'une série de lemnis- 
cates ayant les mêmes foyers sont des hyperboles équila- 
tères qui passent par les foyers, 

La théorie des imaginaires fournit encore un autre exemple 
de trajectoires orthogonales ; ainsi les équations 

dx ôy dy ~~ dx 

qui expriment que les premiers membres des équations 

Hdy -^ \dx = o, 
Xûtr — ^dy — o 

sont des différentielles exactes, expriment aussi que les 
courbes représentées par ces équations sont trajectoires or- 
thogonales les unes des autres. De là une foule de systèmes 
dont les trajectoires orthogonales s'obtiendront par des qua- 
dratures. Quand on prend X + Y y/ — i = x ~^ysj — i » les 
équations précédentes représentent des hyperboles équila- 

tères. Quand on prend X -h Y y — \ ^=.[x -i-y y — i )^, on a 
les courbes orthogonales 

v' x^ 

x^y — ^ = const., xy^ — "o" ~ const. 

XVII. — Sur les connexes. 
Considérons une équation à six variables, homogène, 

dans laquelle x, y, s sont les coordonnées d'un point et 
L. — Traité d'Analyse, V. 7 
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Ç, Y|, Ç les coordonnées tangentielles d'une droite. Cette 
équation représente ce que Clebsch appelle un connexe. Un 
connexe est algébrique ou transcendant, suivant que son 
équation est algébrique ou transcendante. 

Dans le cas où le connexe est algébrique, son ordre est le 
degré de /par rapport à x^y, z. Sa classe est le degré de/ 
par rapport à Ç, t), Ç. 

Clebsch appelle coïncidence l'ensemble de deux connexes 
ou plutôt l'ensemble des valeurs :r, j^, 5^ Ç, r,, Ç satisfaisant 
à la fois aux équations de deux connexes. 

Si Ton considère trois connexes, on peut entre leurs équa- 
tions éliminer ic, j^, 5 ou Ç, tj, J^ ; ils peuvent donc être censés 
représenter un couple de courbes, Tune en coordonnées or- 
dinairesy Tautre en coordonnées tangenlielles. 

Considérons un point P et une droite D appartenant au 
connexe (i), c'est-à-dire dont les coordonnées satisfont à 
l'équation du connexe ; simultanément, P et D constitueront 
un élément du connexe. 

Au point P correspond une courbe enveloppe F qui a pour 
équation (i), dans laquelle x^ y^ z sont remplacés par les 
coordonnées de P; de même à la droite D correspond une 
courbe C, dont l'équation est (i), dans laquelle Ç, v), Ç sont 
remplacés par les coordonnées de D, et, si le connexe est de 
^it-me ordre et de n*'™^ classe, m et n seront le degré et la 
classe des courbes F et C. 

Ceci posé, soient P et D un élément du connexe (i), P 
étant un point de C qui correspond à D, et D une droite tan- 
gente à F qui correspond à P. Soient x^^ y^^ z^ les coordon- 
nées du point P4 de contact de D et F; Çi, rju Ç| les coor- 
données de la tangente D^ à C menée par le point P ; Pi et D| 
constitueront un élément d'un nouveau connexe que l'on 
appelle conjugué du premier (1). 

Le point (x^yV^ , z^ ) est à l'intersection des deux tangentes 
i, 71, Ç et Ç -h û^Ç, 71 + û?7i, Ç+rfÇ : la droite Ç|, Tj,, Ç| joint 
les points x^ y^ z ei x -^^ dx^ y -f- dy^ z -\- dz^ x^ y, z res- 
tant constants quand S, vi, Ç reçoivent les accroissements 
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d^f dr^j rfÇ et i, 7), Ç restant constants quand ^, r, s reçoi- 
vent les accroissements rfx, dy, dz. On a donc 

df , ôf , df . 
' àx dy -^ f)z ' 

On a d'ailleurs 

a"i Vi -î| 



M; 



TirfÇ-îrfr, Çrf^-frfC 'idr,~r,di 



^ 5 . 51 ^ !il ^' 

j' <f ^ — z dy z dx — X dz xdy — y dx ' 

et, comme conséquence de ces équations, 

(6) x^\ -+- J,T, — 5,C ^o, 

18) x^d\^y^dr, -r-^jC^Çr^o, 

SI Ton remarque qu'en définitive ^/ÎJ et dz sont nuls, les for- 
mules (8), (9), (2) et (3) donneront 



(10) 

I 



1 ^ - JL ^ - I df 
Çi dx "" TT), c^K ~ ti ^-s' 



en éliminant entre ces équations et (i) Ç, r,, !J, a;, j', :;, on 
aura Téqualion du connexe conjugué. 

Le conjugué du connexe conjugué defz= o est le connexe 
/=o lui-même. 

En effet, soit F(j:i, yt^ Zi ; Ç^, r,|, Ç,) _^ o l'équation du 
connexe conjugué de /=o; si, dans l'équation F = o, on 
remplace X|, j^i, 5^, Ç|, r^i, Çi par leurs valeurs proportion- 



< * ^ j ^ -> 
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nelles (lo), on reproduira y à un facteur M près. Ainsi 
ou, en posant pour abréger -^ z=zf^ . , ., -^ ^f\ . . . , 

*^ (y 1 » • • • î yiî • . . ) = "V C***» •••)?» • • • ) » 

or le connexe conjugué de F sera donné par 



F = o, 



U àxx 


T^ii àyx Çs ^-51 


1 dV 


c (?F I ()F 



ou, si Ton veut, 

£ dF _ I d¥ _ 



F ^o; 



ou bien encore, en observant quey*-:^© et que, par con 
séquent,--^=M-, 

Or on a 

^^/ =- /i -^ -^ /sj -h/s ^, 



et, par suite, 



mais 



donc 






X 


.y 




z 


Xi 


7i 




7 

Zi 
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f 1 résulte de là que 

. àf ^ àf 

*V 1 ^/ 2 

les formules (ii) donnent alors 

Çî fil \t ' 

ce qui démontre notre théorème. 

Pour terminer ce que nous avons à dire du connexe con- 
jugué, nous ferons observer qu'un connexe peut être son 
propre conjugué; les connexes, qui sont à eux-mêmes leurs 
propres conjugués, sont définis par Téquation 

Jàl df df^df âf ^\_ 
'^\â^' âri' âr'djr' ôy' dz)~ ' 

dont il paraît difficile d'obtenir la solution générale, mais 
dont on peut avoir facilement des solutions particulières. 



XVIII. — Coïncidence principale. — Connexe identique. 

■ 

Le connexe 

(l) a??H-JT<-t-5Ï=0 

est ce que l'on appelle le connexe identique; au point (^,^, z) 
dans ce connexe, correspondent toutes les droites passant 
par ce point, et à la droite (5, Tj, !^) correspondent tous les 
points situés sur cette droite. 
Soit 

l'équation d'un connexe quelconque : les équations (i), (a) 
représenteront ce que l'on appelle la coïncidence principale 
du connexe (2). Dans cette coïncidence, au point (x,y, z) 
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correspondent un nombre fini de droites passant par ce 
point, et à une droite (Ç, tj, ÎJ) correspondent un nombre fini 
de points situés sur cette droite. 

Supposons que l'on donne k x^y^ z des valeurs a, 6, c; 
en vertu de (2), la droite (Ç,t,, Î^) enveloppera une courbe F; 
et, en vertu de (i), (2), au point (a, 6, c) correspondra une ou 
plusieurs tangentes à F contenant le point (a, 6, c). Si l'on 
donne à(Ç, t], Î^) des valeurs a, p, y, le point (a;, j^, z) se trou- 
vera, en vertu de (2), sur une courbe G, et, en vertu de (1 > 
et (2), à la droite (a, ^, y) correspondront un nombre fini de 
points situés sur la courbe C et sur la droite (a, p, y). 

A chaque point {x^y, z) correspondent un certain nombre 
fini de droites passant par ce point ou, si Ton veut, un nombre 
fini d'éléments rf,r, dy, dz dans la direction de ces droites; 
entre a:, y, z et dx^ dy, dz^ il existe une relation que nous 
allons chercher, et qui définit une famille de courbes. 

Quand x^ y^ z croissent des quantités rfx, dy^ dz^ dont il 
vient d'être question, ç, y), îJ restent constants : on a donc, 
non seulement 

mais encore 

\dx -^t\dy ^X^dz =Q 



et, par conséquent. 



A 



^ 



? ^ _ Ç 



y dz - z dy z dx — x dz x dy — / dx * 

portant les valeurs de Ç, r,, Ç dans (2), on a 

( 3 ) /(^i yy ^1 y dz -- z dy, z dx — x dz^ x dy — y dx j — o; 

telle est l'équation différentielle qui définit la famille de 
courbes dont nous avons parlé et que nous appellerons les 
courbes connexes de /= o. 

De même à chaque droite (S, r,, ^) correspond un certain 
nombre fini de points sur cette droite, et, quand (Ç, yi, ^) su- 
bissent des accroissements rfÇ, dr^^ rfî^, de manière qu'elle 
tourne autour de l'un de ces points, il existe des relations 
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entre $, v), Ç qui définissent une enveloppe dont l'équation 
différentielle est 

■ 

et qui sont aussi des courbes connexes de/= o. 

XIX. — Rôle des connexes dans la théorie des équations 
différentielles du premier ordre. 

Considérons maintenant une équation différentielle du 
premier ordre, si l'on y regarde la variable x et la fonc- 
tion y comme les coordonnées d'un point, on pourra la pré- 
senter sous la forme 

et, sans nuire à la généralité, sous cette autre forme 

o{x, y, dx, dy, xdy—ydx^^o 

ou enfin, en remplaçant x par - et^ par - : 

(i) ^{x, y, Zj ydz - z dy, z dx — x dz, xdy — y dx)^o, 

tp désignant une fonction homogène par rapport à x^y, z; 
dxj dy^ dz. 

Mais, d'après ce que l'on vient de voir, si l'on considère la 
coïncidence principale 

x^-^yri'\zli^-Oy 

ses courbes connexes auront (i) pour équation différentielle; 
ainsi toute équation différentielle du premier ordre re- 
présente les courbes connexes d^une certaine coïncidence 
principale. 

Cette remarque est féconde, elle conduit à des conclusions 
importantes touchant la théorie des équations différentielles. 
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de (6) et (7), devient aussi 

^[5(/;^'-+-a;rfV')-f-...-f-^(/iéi?U-^î^)-f-...j-t-... = o 
ou, en vertu de dU -+- dW =: o et de 

.V désignant le degré de tfi^ 

P et P' désignant des polynômes entiers; cette équation peut 
s'écrire 

Si Ton soumet Téquation (4) à l'opération 

\d^dx dxd^J' 



on trouve 



Pour que la coïncidence principale def^= o se transforme 
en une autre coïncidence principale, il faut qu!il existe 
des polynômes M', N', M'', N" donnant lieu aux identités 

(8)e^(9). 

XXI. — Sur le facteur d'intégrabilité. 

Toute équation difTcrentielle du premier ordre peut théo- 
riquement être ramenée à la forme 

V dx -\-Çldy — o 
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OU, en remplaçant? par - eiy par ^7 

P(zdx — X dz)-h Q(z dy — y dz ) = o, 
et cette forme est un cas particulier de la suivante 

( i) L(y dz — z dj ) -^M(z dx — x dz)-~N(xdy —ydx) - o, 

qui représente les courbes connexes delà coïncidence prin- 
cipale 

L, M, N désignant des fonctions de x^ y^ z. Cherchons le 
facteur d'intégrabilité [x du premier membre de (1) ; 

\t.[L(y dz — z dy)-^ M{zdx — x dz) h 'ii{x dy —y dx)\ 
doit être une différentielle exacte; par suite, on doit avoir 



\ 



d\i.i^T — hz^ _ d\t.{\jr — Mx) 

dz ~ ^y ' 

,3 I ôit.(Ly — Mx) _ (?|x(Mz — N j) 

dx dz 

d\i.{Mz — ^y) _ diki^x — hz) 
dy Ox 

Si l'on développe la première de ces formules, par exemple en 
désignant par m le degré des fonctions homogènes L, M, N, 
on trouve 

\ dz dy] \ dz ^ dyj 

/dN dM\ ^ I d\. d\.\ 

■^^^[-dz---dj)-'^^^-^[''Tz'^^dy) -^^ 



ou 



bien 



' dx dy dz ! \ dx dy Oz / 

/dh dM d^\ ^ / dL dL dh\ 

^ \dx dy dz/ ^ ^\ dx -^ dy dz j 
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Soit pour un moment a le degré de [jl : cette équation, en vertu 
du théorème des fonctions homogènes, deviendra 

\ ÔT oy oz I 

— LaixH- |xa?( - - -h h - — 2 ulL — u.mL = o; 

^ ^ \dx dy Oz J 

si donc on avait 

a- -2-4- m — o ou a = — (m -H a), 
on aurait simplement 

^4) '^£'^'''ôy-^'^îz^^\ô.-^-ôy-^-ôz)=''^ 

et chacune des formules (3) fournirait la formule unique (4)- 
Cette formule (4) fournira un facteur d'intégrabilité du degré 
— (m -t- 2). 

M. Darboux a remarqué que l'on pouvait simplifier l'équa- 
tion (4) et supposer 

^L dM dN 

- - -4- -r H- — = O ; 

ox oy oz 

en effet, en ajoutant au premier membre de (4) l'expression 
nulle 

k[x{y dz — zdy)'\-y{z dx~ xdz)-\- z{xdy ~-y dx)], 

où A est homogène de degré m — i , l'expression 



devient 



ou 



ÔL ÔM dS 
âx dy dz 

d{\.- S.x) d{^-^Ky) di^i-^-S^z) 
ôx dy ^ ôz 

dL dM dN , 
d-^-^-d^'^^-^^'^'^^^^'^ 

il suffit donc, pour annuler ^ — | — -, — h !-> de prendre 
' '^ dx dy dz ^ 



\dx dy dz) ni -+- 2 



ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. IO9 



XXII. — Problème des trajectoires réciproques. 

Le problème des trajecloires réciproques, qui a été l'objet 
des recherches de Jean BernouUi et d'Euler, peut s'énoncer 
comme il suit : 

Trousser une courbe MN {Jig- i), telle que sa symé- 
trique par rapport à l'axe des y, transportée parallè- 
lement à Caxe des y^ coupe toujours cette courbe MN sous 
le même angle. 

Soient M' N' la symétrique de MN par rapport à Taxe des 



Fig. I. 



N' 



N 
B 




M' 



" I I M^ 



y\ W N'' cetle courbe transportée parallèlement à l'axe des j^ 
on devra avoir toujours 

^6^1"= MA M'. 
Soient X l'abscisse OP ely l'ordonnée PB, 

PQ=/ et MAM' = a; 

on devra avoir 

angle MBM' = a, 

c'est-à-dire 

arctang -^ — h arc tan g --r^, = a. 
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Or y est une fonction connue de x] car, Téquation de la 
courbe primitive étant r =/(î?); on aura 

on aura donc 

I I 

arclang -=7- — ^ — arctang -^, r = a. 



Si Ton fait 



"''''""^7T^"-J"==?(^^' 



on a 

arcta 



ng ,., a =- — ©(.r) — o( x): 

pour résoudre le problème, il suffira donc d'égaler à une 
fonction impaire quelconque arctang^T- -a, et Ton 



aura 






f{x) ^Jcol I i a -.- ^{x)\ dx. 



XXIII. — Problème de Biot. 

Trouver une courbe plane telle que tous les rayons lu- 
mineux émanés d*un point fixe A, après deux réflexions 
sur la courbe, viennent repasser par le point A. 

Rapportons la figure à des coordonnées polaires : prenons 
le point A pour pôle et soient M et M' les points d'incidence 
du rayon lumineux émané de A; soient /*, les coordonnées 
polaires de M; r\ 6' celles de M'; soient enfin [jl et jjl' les an- 
gles que les tangentes en M et en M' à la courbe cherchée 
font avec les rayons r et r' respectivement ; il est facile de 
voir que l'on a 

ji-;x'^0--0' ou jj. — e ^ |x' -6'; 
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donc Tangle [Ji — 9 est constant, ce qui fournit Féquation 

différentielle 

tan^fjL — tan^O 



«, 



I -I- tangfjL tangO 

a désignant une constante. Cette formule donne 

rd^ — rfrlanjTÔ ^ 

dr -\- rlangOàÔ ~~ 
ou 

dr I — a tango ,^ rf( a cos6 -- sinB) 
r a-+-tangQ acoso-^sinO 

on en conclut 

r — c(a cos6 -t- sinO), 

c désignant une constante : cette équation est Téquation géné- 
rale des cercles passant par l'origine. 



EXERCICES ET NOTES. 

Voici des exercices relatifs aux équations que Ton intègre immé- 
diatement ou par des quadratures. 

1. Intégrer 

2. Intégrer 

[dx{ixy -f-7» — i) -r- dy{ixy -t- ar* - 1)] ^^ ' ^^ '- o. 

3. Entre les coordonnées à l'origine a, b de la normale à une 

courbe, on a la relation -r = const., quelle est cette courbe? 

b 

Même question en remplaçant le mot normale parle mot tangentei 

4. Trouver une courbe dans laquelle la distance d'un point fixe à 
la tangente est proportionnelle au rayon vecteur issu de ce point, — 
au carré du rayon vecteur, — à l'inverse du rayon vecteur. 

5. Trouver une courbe dans laquelle la normale et la tangente 
interceptent sur une droite fixe un segment de longueur constante. 
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6. Trouver une courbe dans laquelle la normale, la tangente et 
une droite fixe forment un triangle d'aire constante. 

Les questions suivantes se rapportent à la recherche du facteur 
d'intégrabilité. 

7. Intégrer 

(arcosj/' — j'sin^)^^ -hixsiny -^y cosy)dx = o 
(le facteur est fonction de x). 

8. Intégrer 

[y{x^->r-y^) — xy]dx-^x^dy = o. 

9. Intégrer 

( 57* -^y^ -ï- i)dy -\- xy dx = o. 

10. Intégrer 

dx{x — ky)^ <fy{y -f- kx) = o; 

c'est une équation homogène; un facteur a pour valeur 

[x(x — ky)^y{y-\-kx)\-^ : 

on propose d'en trouver un autre et d'en conclure l'intégrale géné- 
rale. 

11. Pour intégrer l'équation ^ =/(^>/')> où y'= j-> on la diffé- 
rentie et l'on a 

^ dx ôy dx 

Prouver que le facteur X d'intégrabilité de cette dernière équation 

satisfait à 

d\ (df A . df d\ 



Ki"^')^^ = |"'i' (Alexeieff.) 



Les exercices suivants conduisent à des équations homogènes ou 
réductibles à de telles équations. 

12. Trouver une courbe dans laquelle la normale et la tangente 
sont également distantes d'un point fixe. 

13. Trouver une courbe dans laquelle, le rayon vecteur étant dé- 
composé en deux droites suivant la normale et la tangente, l'aire du 
rectangle de ces deux droites soit proportionnelle au carré du rayon 
vecteur. 
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i4. Trouver une courbe dans laquelle le rapport des distances de 
la normale à deux points fixes soit constant. 

15. Trouver une courbe telle que le lieu des milieux des tangentes 
ou des normales soit une ligne droite. 

Les questions suivantes se ramènent à l'intégration d'équations 
linéaires. 



1(). Intégrer 



d'Y / 



17. Trouver une courbe telle que le coefficient angulaire de la tan- 
gente soit une moyenne arithmétique entre le coefficient angulaire . ' 
du rayon vecteur et Tinverse de ce coefficient angulaire (en coor- 
données rectilignes l'équation est homogène). 

18. L'équation 

d'Y 

-jt — i-/(:F)sinj^ -î- F(a:)cosj^ -t- ©(a?) = o 

CL3C 



se ramené a 



•g^p,, + Q,^R^O, 



I 

en posant tang-^ = ^ 



2 

(LiouviLLE, Journal de Mathématiques, \^ série, t. XL) 



19. Intégrer 



dv 
x^ -j y^ — x^y -f- ^2 = o, 



sachant que y ~ x est une solution. 

20. Intégrer 

dv T . j_ 

dx X ~^^ ~ ' 

dy :21 2 — 

dx x'^ ^"^ "~ 

Les exercices suivants sont relatifs aux équations que l'on peut 
intégrer en les difl'ércntiant. 

21. Entre les coordonnées à l'origine de la normale (ou de la tan- 
gente) d'une courbe a et b, il existe la relation 

a -f- 6 = const. ou «6 = const.; 

trouver la courbe. 

L. — Traité d'Analyse, V. H 
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CHAPITRE in, 

DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 



I. — Préliminaires. 
On appelle équations linéaires les équations de la forme 

ou, en posant, pourabreger, -r^. =JK , 

Xo7« -H X,7»-i -h. . .-i- X;,7 = P, 

dans lesquelles X,,, X,;_<, ..., Xo, P sont des fonctions 
quelconques de j: ; P est ce que l'on appelle le second membre 
de Téquation. 

Nous étudierons tout d'abord les propriétés des équations 
sans second membre ; nous allons voir en effet que, quand on 
a intégré une équation privée de son second membre, il suffit 
d'ajouter à l'intégrale trouvée une solution de l'équation avec 
second membre pourobtenir la solution générale de cette équa- 
tion. Nous verrons dans la suite comment on peut toujours 
déduire de l'intégrale de l'équation privée de son second 
membre une solution de l'équation avec second membre, et 
cela au moyen des quadratures. 

Soit u la solution générale de l'équation 

qui n'est autre que (i), dans laquelle on a remplacé P par 
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zéro; on aura identiquement 

(2) -^0 -> hXi-= -i-. ..-h X/i« = 0. 

Soit alors z une solution de l'équation (i)': on aura 

si alors on fait y = e/ -|- 5, l'équation (1) deviendra 

et sera identiquement satisfaite en vertu de (2) et (3). Or u 
renferme n constantes arbitraires, puisque c'est la solution 
générale de (2) ; donc u-^ z^ renfermant ces constantes aussi, 
est la solution générale de (1); donc : 

Théorème. — Pour obtenir la solution générale d'une 
équation linéaire, il suffit d'ajouter à la solution géné- 
rale de cette équation privée de second membre une solu- 
tion particulière de V équation proposée elle-même, 

II. — Forme de l'intégrale générale d'une équation linéaire 

sans second membre. 

Théorème I. — Si y^ est une solution de l'équation 

//" V d^~^ V 

(.) x.|^-4-x.^+...+x„r=-o, 

que nous écrirons aussi 

(l) XoJ^-hXi^^-l-h. ..-r-X„7 =0, 

dans laquelle Xq, X, , . . . , X„ désignent des fonctions quel- 
conques de Xf et, si Ci désigne une constante arbitraire. 
Cij^i sera encore une solution de la même équation. 

En effet, puisque j^^ est solution de l'équation (1), on aura 

Xo7Î -f- X,7?-> -h . . . ^ X„7i =-, o 
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et, par suite aussi, en multipliant par Ci, 

ce qui exprime queci^i est une solution de l'équation (i). 

C. Q. F. D. 

Théorème IL — En général^ si Von désigne par y^y 
y 2' ' • -^ yt des solutions de l'équation (i) et par C| , C2, . . . t 
Ci des constantes arbitraires, l'expression 



sera encore une solution de la même équation. 

En effet, si Von remplace dans Téquation (1) la fonction y 



par 

on trouve 



C|7i 4- 0,72 



c/yh 



ay? ) 






-t-X„(Ci^l -t- C27j 4-...-+- C/yt) =:0y 



c'est-à-dire 



c,(Xo7? 
c,(Xo7? 



x,rr*-^... 



X«7i) 
X«ri) 



= 0. 



Or^i, JK2» • • • étant solutions de (i), les coefficients de C|, 
Ca, . . . , Ci sont nuls : l'équation (1) est donc satisfaite pour 
y = Ciyi-h c^y-i -1- . . . -+- Ciyi. c. q. f. d. 

Avant d'aller plus loin, nous établirons la proposition sui- 
vante, dont nous ferons un fréquent usage. 

TuÉORÈME III. — Si entre les fonctions y\^ y^i » - 'j yn 
de X et leurs dérivées, il existe une relation de la forme 



(I) 



71 


r» • 


.. yn 


y\ 


y. ■ 


yn 


r?-' 


yi-' . 


- Jn 



= 0, 
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on aura identiquement 

^n <^2i • • • 1 ^n désignant des constantes. 

En effet, la formule (i) ayant lieu, il existe des quantités 
)ii, )^2, . . . , Xi qui ne sont pas toutes nulles et telles que 

/ Xiv, -f- X,72 -^...-f- X„7;j — o, 
. X 1 X,7i — Xî7i -4-...-f- X„7;, =0, 

(2) / 

si l'on différentie ces équations, en combinant chaque équa- 
tion dérivée avec celle qui la suit, par soustraction, on trouve 

^i7f -^ ^jr« -^-.-.-^ x;,7„ =o, 

• • 

Des équations (2) et (3) on tire 

V V V 

(4) T* T" T~' 

Aj Aj Art 

et de ces dernières on conclut 

\'i \j — Ay A/ = o ; 
divisant par Xj et intégrant, on a 

h 

— = const.; 
appelant alors a^, aa, , . .^ an des constantes, on peut poser 

K\ = â(| r", Aj = (t% /*, • • • « ^n ^^^ ^/4 ''» 

d'où l'on conclut, en vertu de (•î), 

axyx-^atyt-^...-^ an y, 1^0. c. Q. F. d. 

S^ y«j ^2' • • • > ^/i sont des intégrales d'une équation diffé- 
rentielle linéaire d'ordre n ne satisfaisant pas à l'identité (i). 
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OU, ce qui revient au même, telles qu'il n'existe pas entre 
elles de relation linéaire el homogène à coefficients constants, 
nous dirons que ces intégrales forment un système d'inté- 
grales distinctes. (Les Allemands disent un système fonda- 
mental.) 

Théorème IV. — Soient y ^j y 2^ . . . , j^„ des intégrales 
distinctes de l'équation linéaire sans second membre 

Ci, €2, ' ' ' , Cn des constantes arbitraires; 

y = Ciyi-h cty^ -f- . . . -^ Cnyn 
sera V intégrale générale de cette équation. 

En effet, ce sera une intégrale, d'après ce que nous avons 
vu; en second lieu, celte intégrale renfermant n constantes 
arbitraires sera l'intégrale générale, pourvu que les constantes 
Cj, C2, - • ., c,i soient distinctes, c'est-à-dire (p. 11) pourvu 
qu'on puisse les choisir de telle sorte que y, y, . . . , y"~* 
puissent être pris égaux à des nombres donnés pour une va- 
leur donnée Xq de x'. or, si l'on observe que 

y-- cty\ -+- Ciy^^...-*-Cnyn, 



On voit que l'on ne pourra disposer de C| , C2, . . • , Oi de ma- 
nière à faire prendre à j^, y', j^', . . . des valeurs données, que 

si le déterminant ^dzy<,y!^. . . . ,y'J~* est différent de zéro, 

c'est-à-dire que si j^i , j^2j • • • ? J'n forment un système d'inté- 
grales distinctes. 

Remarque. — Si l'on pose 

"1 = 2h7i -+- ajîj, -+-... -i- ai„ 7,1. 
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les fonctions Ui, ^2? • • • ? W/?> dans lesquelles on suppose les a 
constants, formeront un système d'intégrales distinctes si le 

déterminant y^ ± an, a22, • • • i OL„n n'est pas nul, car on a 

V ri: Ui m'j . . . mJ"* — ^dz/i/j . . . j^J-i^dr aiiajj . . . a„„. 



III. — Abaissement des équations linéaires. 

Abaisser une équation différentielle, c'est trouver une 
équation d'ordre moindre, dont l'intégration entraînerait 
celle de l'équation proposée. C'est, si l'on veut, trouver une 
équation d'ordre moindre, telle que les intégrales de l'équa- 
tion proposée se déduisent de celles de la nouvelle équation 
par des opérations relativement simples. 

Nous allons nous occuper de l'abaissement des équations 
linéaires. Pour cela, nous aurons besoin du théorème sui- 
vant : 

Théorème I. — L'expression 

Xo j^« -4- X, j^«-ï -h. . .-h X„7, 

dans laquelle Xo, X^, . . . , X,i désignent des fonctions de 
la variable X ; y une fonction de cette variable et y , y , . . . 
^«-1 ^ yn i^g dérivées de y relatii^es à x, peut se représenter 
par la notation F(y). Si Von pose alors 

F(7) = Xo j" H- X, j^«-ï -^. . .-+- X„7, 

F'(jK) = /iXo7«-i H- (' /i - I ) X, >^«-« -^. . . 4- X,,,,^', 

F«-ï(7) r= 2.3. . . /iXoy -r- 1 .2.3. . . (/i — l)X, jK, 
'F'^iy) ^ 1 .2.3. . . nXo7, 

on a identiquement y en remplaçant, dans F(^), y paryZy 
F(7^) = zF(r)+^'FX7)^-..-^ -— t— -F'^Cr)- 
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Cette proposition se vériGe en observant que 
d 



nous appellerons dorénavant F\y), F^\y)^ ... les dérivées 
symboliques de F(^). 

Avant d^appLiquer cette formule à l'abaissement des équa- 
tions linéaires, nous ferons observer que Inéquation linéaire 
F (y) =. o, si l'on y change y en zy^j devient 

1.2.3. ./i 1.2,3. ..(n — i) ^"^ ' 

si alors on choisit j^« de telle sorte que 

F'*"Hri) = o o" /iXo/i-4-X,7, =0, 
d'où Ton tire 

l'équation (i) ne contiendra plus de terme en -3""*; si l'on 
peut alors intégrer cette équation, on aura 

et l'équation F(^) = o sera elle-même intégrée. 

Théorème II. — Lorsque l'on connaît une intégrale 
d'une équation différentielle linéaire sans second mem- 
bre, on peut abaisser son ordre d'une unité. 

Considérons en effet l'équation 
où Xo, X, , ... sont fonctions de x et où y\ y^ . . , J^" sont 
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les dérivées successives de la fonction inconnue y de x. Soit 
y une intégrale de celte équation : posons 

l'équation (i) deviendra 

^ ' 1.2.3. ..n 1.2.3. . .(/i — i) 

ou, comme Y{yC)^=^o. puisque y i est solution de F(j^) = o, 

1.2.3... 71 1.2.3. ..(n — ï) 

Si alors on pose 

z' = u ou z ^= I udx, 

l'équation précédente deviendra 

ni (/i — i)! 

et ne sera plus que de l'ordre n — i ; enfin on aura 

y=yiz ou y =y\ j udx\ 

l'intégration de F (y) est donc ramenée à l'intégration d'une 
équation linéaire d'ordre moindre. 

Remarque. — Si Ton avait ^'{yi) = o, ¥"{yx) =o, . . . , 
F'(jkO=o, on pourrait évidemment abaisser l'équation de 
i -f- I unités en posant z = ff . . udx'; d'ailleurs l'équation 
(2) admettrait les solutions z = x, z = x'^, , . , ,z = x^ et par 
suite l'équation proposée admettrait les solutions 

Théorème III. — Lorsque l'on connaît i solutions de 
l'équation Y {y) = o, entre lesquelles il n'existe pas de re- 
lation linéaire à coefficients constants, on peut abaisser 
l'ordre de cette équation de i unités. 



=yju 
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En effet, soient y, , y 2^ . . . , y/ des solutions de F(y ) = o ; 

on abaissera l'équation F(y) = o, en ^osdml y ^=-- y^f udx. 

Soit Fw^i (m) = o l'équation en u d'ordre n — 1 : on tire de 

la relation 

» I • d y 

dx la suivante m = -.— ^^ 

dx yx 

et par conséquent 

(.) «.=-f-^ 

dx yx 

est une solution de F,i_< (w) = o; on abaissera cette équation 
en posant 

u—uxj vdx 



ou 



et 



_ d u __ d 1 d y 
~ dx Ui ~ dx Uj dx yx ' 



/ V d \ d Yt^ 

sera une solution de l'équation en v que l'on pourra abaisser 
à son tour, et ainsi de suite; mais ceci exige qu'aucune des 
quantités y^y w«, i'*, ... ne soit nulle. Or y^ n'est pas nul; 

si Uk était nul, ~ en vertu de (i) serait constant et il existe- 

y\ ^ ' 

rait entre jk< ^^yi une équation linéaire et homogène à coef- 
ficients constants. Si v^ était nul, en vertu de (2) on aurait 

I d y% 
;- •^— = const. = a, 

ux dx yx 

d y% 
dx yx 

et 

•— = a I Uxdx =rz a^ -\- b. 
y\ J .>'! 

b désignant une constante ; par suite, 

yz — ciyt -+- byx 



DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 125 

et il y aurait une relation linéaire et homogène entre y^j 

y2j yzi • • • • 

Théorème IV. — Supposons que Von connaisse une in- 
tégrale yx deF{y) =s O) et qu'en posant y=y^fudx on 
ta transforme en Ffi_t(u) =o, que l'on connaisse une in- 
tégrale Ui deFn_i{u) = o, et qu'en posant u = Utfvdx on 
la transforme en F„_2(c) ^=o et ainsi de suite, on aura 

y=yifu\dxfvidxfwxdx, ..., 
en sorte que 

7i» yxfuidx, yxfuxdxfvxdx, ... 

seront des intégrales de F(j^) = o : toutes ces intégrales 
sont distinctes si y^^ U\, v^^ , . . ne sont pas nuls. 

La démonstration se fait comme la précédente : appelons 
J'oJK2> J^3) ... les intégrales précédentes; si entre ^4 et ^2 il 
y avait une relation homogène à coefficients constants en 
vertu de (i), w« serait nul; de même, si Ton avait, a, b dési- 
gnant des constantes, j>^3 = ay^ -H byi^ en vertu de (2) on 
aurait ç^i = o, - . . . 



IV. — Relations entre les coefficients d'une équation linéaire 

et ses intégrales distinctes. 

Quand on se donne un système d'intégrales distinctes 
d'une équation linéaire, on forme immédiatement son inté- 
grale générale et par suite Téquation elle-même; ainsi, quand 
on donne un système d'intégrales distinctes, Téquation est 
déterminée; il doit donc exister des relations entre les coef- 
ficients et les intégrales en question : nous allons les faire 
connaître. 

Théorème I. — Les coefficients de l'équation linéaire 

fin, -y rf'*— *V 
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peuvent s'exprimer au moyen de n intégrales distinctes y% , 

y2t • • • > y H» 

En effet, Tintégrale générale est donnée par la formule 



7 = ci7i-4-c,7, 



I > • 



Cnyni 



C\j C21 • • *^ Cn désignant des constantes; Télimination de ces 
constantes (p. 12) entre cette équation et ses dérivées 



y =ciri'^<?i7t 



-^cny 



n» 



yn = C17Î-+- Cï7? -+-. . .-i- Cnyi, 



doit fournir Téquation (i). Or la résultante est 



('^) 



y y\ r> 
/ y\ y\ 



yn 

y'n 



y"" yî ri 



J n 



= 0. 



Cette équation devant être identique à (i), que Ton peut écrire 

Xoj» -h Xi^«-i -4- . . . -T- Xny = o, 

il faudra qu'en appelant 6 le déterminant qui figure dans (2) 
on ait 



(3) 






ày 



ày 



ày 



On voit en particulier que, si l'on pose 









yi yt 


J^/l 




dyn 


~ 


y\ y't 

•••• ■••• 

yi y^ 


• • • • ■ • • 

• • • y /* 


on aura 




y\ ... y a 






d\ 
dx 


y\ '" y'n 

• • • • • • « 








j 


^1 • • • ^« 
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or on tire précisément des équations (3) 



on en déduit 



X, de de I d^ 



et, par suite, 



/ 



r^ dx = logA 

Ao 



..r< 



dx 



Cette formule est due à Liouville. A est le déterminant qui 
s'annule identiquement quand les intégrales^!, j'a, . . .,^„ 
ne sont pas distinctes. On voit qu'il s'annule aussi quand Xq 
passe par zéro, ou plus exactement quand la partie réelle de 

rintégrale / ~ dx est infinie et négative. 

V. — Ëqnation adjointe. 

Théorème. — Etant donnée une équation linéaire sans 
second membre 

(0 Xo^»-+-X,7»-«-t-...-i-X„7 = o, 

dans laquelle y j y"^ . . . , y" désignent les dérivées de y 
prises par rapport ^ :r e^ X©, X|, . . . , X,, des fonctions 
données de Xj il existe toujours un multiplicateur M, tel 
que, quelle qixe soit la valeur attribuée à y^ i* expression 

(2) M(Xo^« + X,7«-i-^...4-X„^) 

soit la dérivée exacte d'une certaine fonction de Xj y et 
des dérivées y, y, . . . , y'^"^ . 

En effet, diaprés ce que Ton a vu (t. III, p. 2i5), pour que 
Texpression (2) soit une dérivée, quel que soit j^, il faut et il 
suffit que M satisfasse à Téquation difi'érentieUe linéaire sans 



128 CHAPITRE III. 

second membre 

d d^ 

MX,|— ^ (MXrt-,)-t- ^— (MX,i_î)— ... = o. 

Il en résulte qu'il existe non seulement un, mais une infinité 
de multiplicateurs; la connaissance de l'un de ces multiplica- 
teurs permettra d'abaisser l'équation proposée d'une unité. 
Multiplions maintenant l'équation en M ipdivydx et inté- 
grons; nous aurons 

/,.,[„x.-£^=......] 

= fM<ùc(yXn+yXn-t-^-r"X„-t+...) 
^,— J' + ^^ y - MX„_,y 



en différenliant et en supposant que_^salisfailàl'éqiiation(i), 
on a 

•>'L"'^ sï— -^•••J = 5J' 

û désignant les termes qui, dans l'équation précédente, ne sont 
pas sous le signe / • 

Il résulte de là qu'une solution de l'équation proposée (i) 
peut servir de facteur d'intégrabilité à l'équation du multi- 
plicateur; il y a donc une sorte de réciprocité entre une 
équation linéaire et celle de son multiplicateur. 

Si l'on parvient à découvrir une solution de l'équation pro- 
posée (i), on aura par cela même une solution de l'équation 
du multiplicateur par les quadratures; celle-ci, à son tour, 
permettra de trouver une solution de l'équation proposée, et 
ainsi de suite; mais on peut être arrêté dans la suite des 
calculs, parce que l'on tombe sur une solution qui n'est pas 
distincte de celles que l'on a déjà. L'équation du multipli- 
cateur s'appelle quelquefois V adjointe de la proposée. 
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VI. — Détenninatioii des solutions commîmes à denx équations 

linéaires. 

Lorsque deux équations linéaires 

F(7) = o, G(7).-=o, 
dans lesquelles 

X/ et Z/ désignant des fonctions données de x^ ont des solu- 
tions communes, on peut les trouver comme il suit. Suppo- 
sons m >► /i : on pourra toujours déterminer une fonction Q, 
telle que la différence 

ne renferme plus la dérivée j'"'. Or toute solution commune 
aux équations F = o, G = o annulera F (j^) et les dérivées 
de G(^), par suite elle annulera G| ; donc les solutions 
communes àF = oetG = o appartiennent à deux équations 
dont les ordres sont moins élevés que ceux de F = o et G = o 
et qui sont linéaires; et vice versây les solutions communes 
à G| = o et G = o appartiennent à F = o et G = o. On pro- 
cédera sur G et G| comme sur F et G, et ainsi de suite. 

Soit G2 une fonction déduite de G et Gi comme Gj Ta été 
de F et G, etc.; considérons la suite G, G|, G2, . . ., G^. 
Si G* est de la forme H^, H étant indépendant de y^ les 
équations G = o, F = o auront la solution commune^ =: o 
seulement. Si au contraire on trouve o = Ga, Téquation 
GA_i=oaura pour solutions les solutions communes à F = o 
et G = o. 

Toutes les fois que deux équations linéaires ont une 
seule solution commune, cette solution peut s^ obtenir par 
des quadratures. 

En effet, cette solution doit appartenir à une équation 
L. — Traité d* Analyse, V. 9 
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linéaire du premier ordre, et Ton sait que toute équation 
linéaire du premier ordre peut s'intégrer au moyen de simples 
quadratures. 

On peut arriver d'une autre manière aux résultats précé- 
dents. 

Représentons par A (y) l'expression linéaire 

par B(y) l'expression 

etc., en sorte que A, B, , . . seront des symboles opératoires 
sur lesquels nous allons établir quelques théorèmes. 

Théorème I. — Etant données deux expressions sym- 
boliques A(j^), B()^) d'ordre m et n respectivement, il est 
toujours possible de déterminer des expressions Q, R, tel/es 
que l'on ait, quelque soit y, 

(,) A(^) = Q[B(7)]-f-R0'), 

Q étant d'ordre m — n et R d'ordre n — i . 

En effet, Q[B(j>^)] est de la forme 

d"^y d^~^y' 

Gft — ; H Gf — ; '— -h ... H- G m >' . 

et l'on a 

Go= QoBoj 

dH 

Gi-(m-/i)Qo-^'-4-QoB,-f-BoQi, 



Si l'on égale les quantités Go, G,, . . . , Gm-n a"^ coefficients 
Ao, Aj , . . . , A-m-Nt o" SLUTA m — /i -h I équations pour déter- 
miner Qo, Qi, . . ., Qto-//j et qui seront compatibles, parce 
que Bo^o; sans quoi B(^) ne serait pas d'ordre n; la quan- 
tité A(^) — Q[B(^v)] sera alors d'ordre n — i : on peut la 
représenter par R(^) et le théorème est démontre. 
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A est ce que Ton peut appeler le dwidende, B le diviseur, 
Q le quotient et R le reste^ 
Lorsque le reste est nul, on a 

A(7) = Q[B(7)L 

A est alors décomposé en facteurs Q et B; mais, en général, on 
n'a pas Q(B) = B(Q), et les symboles linéaires ne sont pas 
commutatifs. 

Théorème II. — Quand deux équations différentielles 
linéaires 

ont une solution commune, elle appartient à une équation 
d^ ordre moindre. 

On peut en effet diviser A par B, ce qui donne 

Ar7> = Q[B(7)]-^R(7): 

si R(^) est nul, toute solution de B(y) = o appartient à 
A(j/') = o; sinon, toute solution commune àA(j/) = o et 
B(j^) ■=: o appartient à R(y) = o, et toute solution commune 
à RQ') = o et à B(y ) = o appartient à R(jk) = o. Posant alors 

B(7) = Qi[R(7)]-R,(», 

on est ramené à chercher les solutions communes à R(y) = o 
et à R|(y) = o, si R4(.y) n'est pas nul, et ainsi de suite. 

VIL — Équations linéaires à coefficients constants. 

Quand une équation linéaire a ses coefficients constants, 
on l'intègre très facilement. Considérons Téqualion à coeffi- 
cients constants, sans second membre, 

( \) kny" -+- A;,_i7«-ï-^. . .— Ao7 = o; 

si Ton y posejK = e'^^ a désignant une constante, elle devient, 
après la suppression du facteur e'^, 

<2) A„a'»~ Art_|a«-* -1-...H- Ao = o. 
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Cette équation (2) est ce que l'on appelle l'équation caracté- 
ristique : nous la désignerons par F (a) = o ; elle a n racines, 
et, si ces racines a, , ao, . . . , a/i sont distinctes, e*i^, e«i^, . . . , 
e"«^ seront autant de solutions de (1); la solution générale 
de (i) sera donc (p. lao) 

3) y ~ c^e'^i' -^-Cte"^*' -\-. . .-^ Cne^nX, 

D'ailleurs les constantes C|, C2, ... sont distinctes, car le 
déterminant des dérivées des fonctions e*i^, e"«^, ... se 
réduit ici, à un facteur exponentiel près, à 



I 


1 


• • ■ 


1 


«1 


«i 


■ • • 


a« 


• • • 


• • • 


« ■ • 


. ■ • 


«î- 


a?'* 


• • • 


a»-t 



qui est le produit des différences des quantités ai, a2, . . . ; 
ainsi, quand les racines de F(a) = o seront distinctes, la for- 
mule (3) représentera Tinlégrale générale de (1). Quand des 
racines de F(a) sont égales, notre procédé tombe en défaut; 
il fournit bien des intégrales en aussi grand nombre qu^il y a 
de racines distinctes, mais ces intégrales seules ne peuvent 
pas concourir à former l'intégrale générale. Soit a^ une racine 
d'ordre de multiplicité i\ on a identiquement, en remplaçant 
dans {i)y par e*^, 

Différentions i — i fois de suite par rapport à a, nous aurons 

si l'on fait alors a= a,, le second membre est nul, à cause 
que ai est racine d'ordre i de F(a); il doit donc en être de 
même du premier, donc j:'"* e"»-^ est une solution de (1). 11 est 
clair que ^e*»-^,'^^^*!^, . ., x'~-e*»* sont également des so- 
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lu dons, ainsi qu'on l'auraît prouvé en dififérentiant, une, 
deux, etc. fois au lieu de i — i fois. 
Ainsi l'intégrale générale devient 

a, bj c, . . . , A: désignant des constantes. 

Quand l'équation caractéristique a des racines imaginaires, 
si ces racines sont conjuguées, on est conduit à introduire des 
termes de la forme 

dans l'expression de l'intégrale générale; mais ces termes 
donnent le résultat 

(CiH- Ci)eP^cosqx-h /— i(Gi— Ci)eP^sinqx\ 

or, les constantes C| et C^ étant arbitraires, on peut poser 

B 

C,-+-Gj = A et G,— C,= --rr-r; 



de cette façon, nos deux racines imaginaires p -\~ g \ — i et 
p — q ^ — I nous donnent les deux termes réels 

A eP^ cos g a? -h B eP^ sin qx. 

Si, d'ailleurs, on pose 

A = pcosA5P, B = psinAg', 

A et p désignant des constantes, l'expression précédente 
deviendra 

peP^cosq{x — A), 

que l'on pourrait aussi remplacer par peP^siïiq(x — h). Si 
Péquation caractéristique avait 2 i racines imaginaires égales, 
la solution prendrait la forme 

peP*cosga?(i-+- ax-Jr- bx^-h, . .4- Ara?*-*) 

^- p'eP'smqx^i-ï- a'x->i- 6'ar*-h...H- A-'ar'-*)-i- 
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Les équations de la forme 

dans lesquelles Âq, A|, . . . , a et 6 désignant des constantes 
se ramènent à la forme linéaire à coefficients constants, en 
posant ax -+• ft = ae^, 

dx" di^ ' dx^" di^ dt ' 

mais on peut aussi en trouver des solutions particulières en 
posant y = (ax -+- b)v-. On obtient alors une équation ana- 
logue à Téquation caractéristique, donnant en général n 
valeurs de [x distinctes; quand ses racines sont égales, un 
artifice, analogue à celui que nous avons employé plus haut, 
donne la solution. 

Exemples : i"* y — 2y -^y = o. — L'équation caracté 

ristique est 

a* — 2 a -h I = o ; 

les racines sont égales entre elles et à i ; Tintégrale est donc 

y = Cc^(i-h ax). 

2" y ^2 yl^ _J^y —.çy^ Qu l^O^QTdi y = X^ ^ OU ^iXXVdi y 

en supprimant le facteur x^^ 

|JL(fX — l) — jx-M=0 ou [JL* — 2fXH-I=o; 

la solution est 

y = G^(i-haloga?). 

En posant x = e', on aurait eu 

^ ^ dt^ ' ^ dt^^ dt ' 

et, par suite, 

d^y ^ dy 



-a-,--h^ = o 



dt^ dt 



y 
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dont la solution trouvée tout à l'heure est 

ou 

y = QkX{\ 4- a logar). 

Ainsi, quand les coefficients de l'équation linéaire sont les 
puissances de x et quand l'équation caractéristique a des 
racines égales, la solution est de la forme 

carl''(i-halogrF-h61og*a?-f-.. .). 

VIII. — Équations avec second membre. 

Quand on a la solution générale d'une équation sans 
second membre F(j^)=o, il suffit de connaître une seule 
solution de l'équation avec second membre 

(I) ^^y)^A^)' 

Pour trouver la solution générale de cette équation, si, en 
effet, appelant Ç la solution connue de (i ), on pose^ = Ç -x-yK , 
elle devient 

F(C-^7i)=/(^) 
ou 

F(î:)-+-F(y,)=/(2r); 
mais, X^ étant solution de (i), on a 

et par suite 

F(>',) = o; 

si donc^i est la solution la plus générale de cette équation, 
Ç+j^i sera la solution générale de (i). 

Toute la question pour la résolution des équations à coef- 
ficients constants se réduira donc à obtenir une solution par- 
ticulière de l'équation avec second membre. Avant de donner 

^ ■» 
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une règle générale pour parvenir au résultat, nous examine- 
rons quelques cas particuliers : 

I® Si le second membre de Téquation linéaire à coefficients 
constants 

(I) ^(y)^f(^) 

est un polynôme entier, on satisfait ordinairement à cette 
équation par la méthode des coefficients indéterminés en 

posant 

y =: a -^ bas -^ cx^ -H . . . , 

a, b, c. ... désignant des constantes. 

2° Si /{x) est de la forme e^*, on essayera la forme 
y = ge^^y g désignant une constante. 

3° Si /(x) est une somme de sinus et de cosinus, on 
essayera la forme 

y = AfCOsa? ■+- Atcossâ; -+-...-+- Bi sin a: -+- Bjsin 237. . ., 

A|, Bi, ... désignant des coefficients constants et ainsi de 
suite. 

Exemples : i"* -^ — y = x^. — La solution de Téquation 
sans second membre est 

CiC'-4-C,e-'; 

essayons de satisfaire à Téquation avec second membre et 

posons 

y z= a-¥- bx -hco?', 

y = b -h aca-, 

l'équation deviendra 

2C — a — bx — car* = a?'. 
On y satisfait en posant c= — i,6 = o, a = 2c = — 2; donc 

y = —X* — 2 4- Cl C"^ -f- Cl e-* 
est la solution générale de Téquation proposée. 
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2® -7-^ — y = e^. — On essayera d'y satisfaire en posant 

y ■=. me^ ; mais alors on trouve o = e^. La règle que nous 
avons donnée tombe en défaut; mais, si Ton résout d'abord 
l'équation 

on est conduit à poser j^= meV^; on a alors 

y= m\i^€\^ et mfJi* — m = i, m =^ —^ — 

et par suite y = — est une solution; la solution la plus 

générale est 

Y = CiC*-4- Cje--*H r 

•^ [JL* — I 

ou 



I 



En posant Ci H — ^^^^^ =: A, on a 



a« — I 



Faisons tendre jxvers i ; en laissant A constant, nous aurons, 
pour pL = I , la solution de l'équation proposée 



3° y -{-y = x^, — La solution de l'équation sans second 
membre y 4-J^ == o dépend de l'équation caractéristique 
a^ -f- 1 = o ; d'où l'on lire 

a = ±: sj — I 

et, par suite, 

^ = A cosa? -h B sinar. 

On essayera pour l'équation avec second membre la solution 
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on aura 

et, par suite, Inéquation proposée donnera 

e^{'xax -1-26-1- T.a) = xe', 
ou, en identifiant, 

2a = 1, 2a-T-26 = o, « = j, b = — Yî 
la solution cherchée est donc 

r = - e^ix — i)h- A cosa? -4- B sina?. 
2 

IX. — Méthode de la variation des constantes. 

Lorsque l'on veut intégrer une équation ou un système 
d'équations, il y a souvent avantage à négliger certains 
termes : on obtient ainsi de nouvelles équations plus faciles 
à intégrer. Les solutions de ces nouvelles équations con- 
tiennent des constantes arbitraires, et, en remplaçant ces 
constantes par des fonctions indéterminées de la variable, on 
essaye de satisfaire aux équations proposées en déterminant 
convenablement ces constantes devenues variables. Celte 
méthode est due à Lagrange. 

La méthode précédente, dite de la variation des con- 
stanteSy s'applique avec succès à la recherche d'une solution 
d'équation linéaire avec second membre, quand on connaît 
l'intégrale générale de Téquation privée de son second membre. 

Considérons l'équation linéaire 

(I) X„^« -^ ^n-xy^-' -f-. . .-h Xo7 = P 

où Xq, X|, ... désignent des fonctions quelconques de la 
variable j? et où y, ^, ... désignent la fonction inconnue 
et ses dérivées, et soit, en désignant par Cf, C2, . . ., C/i des 
constantes, 

(2) y = CijTi -r c^yt -h. . . -^ Cnyn = 2 ciyi 
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Tîntégrale générale de Téquation sans second membre 

Nous pouvons essayer de satisfaire à (i) en remplaçant y par 
son expression (2), mais en substituant à Cj, C2, . . . , c^ des 
fonctions de x convenablement choisies. Nous les détermi- 
nerons en posant tout d'abord 

( 4 ) 2 diyi = 0, 2 c\y\ = 0, . . . , 2 ctj?-^ = o, 

les accents indiquant comme plus haut des dérivées relatives 
à X. Ces n — i équations ne déterminent pas complètement 
les quantités c qui sont au nombre de /i, mais elles simpli- 
fient l'expression des dérivées de la valeur de^ tirée de (2) ; 
en effet, en différentiant cette formule, on a 

( / = 2 Cifi, y = £ ciyl y = £ Ciy'l\ . . . , 
i yft = Z ciyl -t- l^ciy^-^. 

Si l'on porte ces valeurs dans (i), on trouve 

£ c/(X„x'/ -4- X„_,7«-i +. . .-H Xo7/) -4- s X„ c'iyl-^ = P ; 

mais, j^i étant solution de (3), celte formule se réduit à 

x„2:c;j^j'-t = p 
P 

ou, en posant y" =y(a:), 

celte formule jointe à (4) achèvera de déterminer les fonc- 
tions cj, c^, . . ., c^,, et de simples quadratures feront con- 
naître C| , €2^ * * * 9 ^/i* 

En résumé, pour intégrer l'équation avec second membre, 
il faudra prendre 

W y==^ciyi, 

les quantités C|, C2, • . •, c^ étant données par les formules 

2: c'iyi = 0, 2 c'ifi = 0, . . . , 2 c'iyf-^ = o, 
(6) ^ , P 
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Gauchy a présenté cette solution sous diverses formes que 
nous allons faire connaître. Et d'abord, en remplaçant, dans 
(2), C|, Ca, ... par leurs valeurs tirées de (6), on a 






OU, si Ton désigne par Yi ce que devient c) quand on y rem- 
place X par 2, 

La limite inférieure Xq de l'intégrale est d'ailleurs arbitraire et 
y s'annule pour x = Xq] en vertu de (5), on aura d'ailleurs 






pour les valeurs entières de l'indice k moindres que /i, et l'on 
voit que les n — i premières dérivées de y s'annuleront 
encore pour x = Xq. Or, pour obtenir y^., il suffira dans (6) 
de remplacer x par z : la valeur obtenue pour c^ sera préci- 
sément Y/î Oïl peut donc dire que ^^v^ j^; est la valeur de 

y = çp(3, x)y obtenue en posant y = ^^ciyn et en détermi- 
nant les constantes c de manière que, pour x - - 2, on ait 

c'est-à-dire de manière que la solution de l'équation sans 
second membre satisfasse aux relations 

X=o, y' = o, ..., yfi-^zizOy ^'«-t r=y(^) pour x^z. 

En appelant ^ (2, x) cette valeur, on a donc, pour la solution 
de l'équation (i), 

OU, ce qui revient au même, 



y~J ^{x^,x)dx<i. 
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On arrive ainsi au théorème suivant : 

Pour intégrer i* équation (i), déterminons les constantes 
de la solution ^Ciyt de V équation privée de son second 
membre, de telle sorte que, pour x = Xq, on ait 

Soit(f{xoy x) la valeur de y que l'on en déduit : la formule 
(7) y=l f(^o, x)dxii 

sera V intégrale de Inéquation (i) qui s^ annule, ainsi que 
ses n — I premières dérivées, pour jr =^ x^. 

On peut vérifier cette conclusion en observant que, pour 
X =^ Xq^ on a 

/do\ /d^o\ 



• • • » 



en difTérentiant alors la formule (7), on a 

Or f{xo^Xo) = Oy quel que soit Xq\ donc «p(^, X)=o, et 
Ton a 

• ï 

Si Ton observe alors que la dérivée (/i — i)'^"** de o{xqjX} 
pour jîo = a; est/(a:), et si Ton porte les valeurs précédentes 
de y^ y, ' ' • dans (i), celte équation se trouve satisfaite. 
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Application. — On propose d'intégrer l'équation 



1 
rt'r = - • 



-" . -1ÎV — 



1° Par la méthode de Lagrange, — On intègre l'équalion 
privée de son second membre, et Ton trouve 

y = cicos nx -- CiS'mnx; 

on pose ensuite 

c\ cosnx i- Cj s'innx = o, 

--ne, smnx h- /ic, cosnx = -» 

X 

d'où l'on tire 

/sinnx . 
ctx. 
nx 

/cos/i.r , 
dx: 
nx 

par suite, en désignant par C| et C2 deux constantes, 

y = Cl cosnx -^ C^ sinnx 

cosnx rsinnx , sinnx r cosnx , 

^ I clx / dx. 

n J X n J X 

On pourrait se dispenser d'écrire les deux premiers termes, en 
supposant les intégrales accompagnées de leurs constantes 
arbitraires. 

2"" Par la méthode de Cauchy. — On déterminera C^ et Ga 
de telle sorte que, pour a: ^= Xq^ on dîily z= o^y = - ; or on a 

y =^ - - Cl n sin na? -h Gj /i cos nx ; 

donc on posera 

o == Gi cos/ia?o-+- Gj sin/ia^o, 

— — — Gi /ï sin/ia7o -i- Cj/i cos/i^o 

Xq 
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On en déduira 

^ s'mnxo cosnxQ 

Cil = > Lij = ) 

nxo nxQ 

r^ fcosnxo . s\nnxQ \ , 

Y= I ( sinnx cosnx)axo. 

et cette solution s'annule ainsi que sa dérivée pour^ = ^o« 



X. — Théorie de Ganchy. 

Cauchy a fait connaître une formule qui donne explicite- 
ment la solution d'une équation linéaire à coefficients con- 
stants; nous pouvons représenter l'équation 



d^y 



^ -^ A, -r-^ç -H. . - Xny =AX). 



dx» dx' 

dans laquelle Af , . . . , A/, sont constants, par la notation 

7« -h Ai7«-i -4- ... 4- Any =f(x) 
comme plus haut, ou symboliquement par 

(I) F(7}-/(^), 

en ayant soin de considérer dans le polynôme F(^) les expo- 
sants comme des indices de dérivation. Intégrons d'abord 

et pour cela posons r = e°^, l'équation caractéristique pren- 
dra la forme 

rS) F(a) = o, 

F(a) désignant ce que devient ^{y) quand on remplace y 
par a, mais les indices par de véritables exposants. On a alors 

a/ désignant une racine de F(a)r^o; or cette valeur dey 
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peut s'écrire 

f{z) étant un polynôme entier arbitraire ou, ce qui revient 
au même, 

Occupons-nous de Téquation avec second membre : à cet effet, 
faisons varier les constantes; nous aurons 

d'où l'on conclut facilement cfi^i^, A cet efiet, on posera 

= Ao-i-A| 3-1- A, «»-+-. . .-i-^»-i ; 



Z — tti 



on multipliera la première équation par Xq, la seconde par 
\^ . . . , et l'on ajoutera : on aura 



c 
ou 









par suite 






..r 



ou encore 



on a donc 



_ /-" /([x)e-«.i ^<a. 
^ ^^ F'(cc,» 



ce que l'on peut écrire dans le cas où l'équation caractéris- 
tique n'a pas de racines multiples 
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Je dis maintenant que la solution la plus générale de la 
question est 

lors même que l'équation caractéristique aurait des racines 
multiples. En effet, il est facile de constater directement que 
l'expression précédente contient le nombre voulu de con- 
stantes arbitraires; si l'on suppose, en effet, que a soit racine 

d'ordre de multiplicité m de F(^), le résidu de J. e^-^ relatif 

à cette racine sera, en posant F{z)=~ ^(^/(^ — ^)'"» 

rfm-i^ cp(a) , 

dz'»-^ e(a) i.2.3...(/w— I)' 

et cette expression contient, comme l'on voit, <p(a)etses/?î — i 
premières dérivées, qui sont autant de constantes arbitraires. 



XI. — Recherches de M. Fuchs. 

Pendant longtemps on n'a possédé sur les équations 
linéaires que les notions exposées précédemment; mais 
M. Fuchs, ayant eu l'idée d'appliquer les méthodes de Cauchy 
à l'étude des solutions des équations linéaires, a ouvert un 
champ très vaste à l'étude des géomètres; on peut reconnaître 
aujourd'hui si une équation linéaire a des intégrales ration- 
nelles, algébriques, etc., et l'on peut, dans un grand nombre 
de cas, trouver ces solutions. 

Nous ne pourrons, dans ce Chapitre, exposer que les tra- 
vaux, les plus simples et en quelque sorte fondamentaux, qui 
ont été entrepris sur les équations linéaires. On a fait pour ces 
é({uations une étude analogue à celle qui a été entreprise pour 
les équations de la forme 

L. — Traité d'Analyse, V. lo 
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OÙ f{x) est une fonction algébrique, quand on a édifié la 
théorie des fonctions abéliennes, et l'on comprend que leurs 
intégrales constituent des transcendantes nouvelles irréduc- 
tibles à celles que Ton a étudiées auparavant. 

Nous ne considérerons, dans ce qui va suivre, que des 
équations linéaires sans second membre, puisque les autres 
se ramènent à celles-ci au moyen de quadratures. 

Soit donc 

une équation linéaire sans second membre, dans laquelle 
nous supposons le coefficient de la dérivée d'ordre le plus 
élevé égal à l'unité; /?,, /?2î •••>/?« sont des fonctions don- 
nées de la variable x supposées monodromes. 

Pour calculer les intégrales de (i), on peut la remplacer 
par le système suivant d'équations du premier ordre 



da 

ffyn-i 

{i) { dx 



__ ^p^yn-\ H_y,jj/i-î _|_. . . 4-/>„7 = O, 






dy _ , 
dx ~^' 

dans lequel j/, y' j . . -, JK"'* désignent les dérivées succes- 
sives de >'. Faisons varier x à partir d'une valeur initiale Xq^ 
et soient y^^ r^,, ..., ^J~* des valeurs correspondantes 
arbitraires attribuées à y,^, - • .jy""*. D'après un théorème 
connu, démontré (t. III, p. 127), les fonctions y, j^, y'', ... 
seront développables par la formule de Maclaurin suivant les 
puissances ascendantes de x — ^0» ^t le rayon de conver- 
gence R de la série sera donné par la formule connue 

(3) R = a(i — e"M^/, 

où A est le plus petit des modules de (x — Xq), {y — y©). 
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(y — y'o). ... pour lesquels/^ijK^"-'^ 4- >?ar^"~2^ -+-... -r/?,i 
cesserait d'être synectique, et où M est le module maximum 
de cette fonction quand ^, y, y, y\ ... se meuvent dans 
des cercles de rayons A ayant leurs centres respectivement 
en oTo, .Xoî J'o? y'o* • • • » cette fonction /?j^^"~*^ -h ... ne pou- 
vant évidemment cesser d'être synectique qu'en un point cri- 
tique de l'une des fonctions /?< , p2, ... : A ne sera autre chose 
que la distance du point Xq au point critique de Tune des 
fonctions /?|, /?2? • • •• Les points critiques des fonctions/? 
sont ce que l'on appelle les points singuliers de l'équa- 
tion (i). 

Si dans la formule (3) on suppose que M ait une valeur 
positive finie, R a toujours une valeur finie, en sorte que y 
existe et reste synectique autour de tout point qui n'est pas 
infiniment voisin d'un point singulier. 

Soit maintenant a un point singulier de l'équation, c'est- 
à-dire un point critique de l'une des fonctions/?! , />2) • • j Pu- 
Faisons tourner le point ûc autour de ce point a : soit j^^, 
j^2, . . . ,yn un système d'intégrales distinctes; lorsque le point.r 
aura achevé sa révolution et sera revenu au point de départ, 
les fonctions j^i, y2, .. , yn se seront transformées en 
d'autres^',, y'.^^ ..., y^, (qui pourront n'être pas toutes 
différentes de y 1,^2, .. .,j^«) et, comme les nouvelles valeurs 
en question sont toujours des intégrales de l'équation (i), on 
aura 



^117 ^12} • - •) ^nn désignant des constantes. 

Il est facile de voir que les intégrales y ^^ y ^^ . ■ . , JK// restent 
distinctes quand elles se sont transf or niées eny\^y.,^ . . . ^y\^. 

En effet, on a vu (p. 127) que le déterminant 



^^^^yuy'i.y,. ...^7r* 
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était donné par la formule de Liouville 

or, /?! étant monodrome, fp^dx est de la forme 

et A de la forme {x — a)*0(x), 6(:r) étant monodrome; 
donc A se reproduit multiplié par un facteur qui n'est pas 
nul, après une rotation de x autour de a; s'il n'était pas nul 
avant la rotation, il ne sera pas nul après. 

c. Q. F. D. 

XIL — Équation fondamentale. 

TiiÉoEÈME. — On peut toujours trouver un système C\^ 
Ca, . . . , c„ de constantes telles, que la valeur de y 

se transforme en une autre y' liée à y par une équation 
de la forme 

(i> désignant une constante, après une rotation de x autour 
du point singulier a. 

En effet, quand x a effectué une rotation autour de a, y,, 
^2» • • j^/î se sont changés eny^,^^, . . . , y\^^ et l'on a vu que 

y\ - «iiri--ai2rs-i-...-4-ai„^,„ 



on a en outre, au lieu de l'équation (5), 

ou, en vertu des équations précédentes, 

/ ~ri(^it Cl -Mil c, -^. . . ) -^- rî(«nCi -4- a,,Cî -f-. . .) -i-. . . ; 
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pour que Ton ait j^= wy, il suffit de déterminer C|, Ca, • • • » 
iù au moyen des équations 

f Caii— a>)Ci-+-a,|Cî-^ ..-^-a/nc„ = o, 

1 at,ci-^(ai, — a))cj-^. ..-+-a„iCrt — o, 

<7) 1 

\ ai«C|-4-a,„C2-T-...-+-(art„— o);Crt = o. 
LMlimination des c donne Téquation 
(8) Û = o, 

dans laquelle 



û = 



«Il — «o ajt ... ttrti 

• •• •■• ••• ••• 

«11» «Jrt • • • *«rt — ^ 



Cette équation est V équation fondamentale , Q est la fonc- 
tion fondamentale. Lorsque Ton aura résolu l'équation (1 = o 
qui est de degré /i, on en déduira n valeurs de co et /7 systèmes 
de valeurs correspondantes pour les constantes c; n intégrales 
jouiront alors de la propriété exprimée par l'équation (6). Il 
convient maintenant de soumettre l'équation û = o à une 
discussion approfondie. 

V équation Û =:= o n^a ni racine nulle ni racine infinie. 

En efiet, le coefficient de co" est ( — i)'*; quant au terme 
indépendant de (o dans û, il est égal au déterminant 

qui, on Ta vu fp. 12 1), n'est pas nul. Mais l'équation en ques- 
tion peut avoir des racines multiples. 

Les racines de V équation û ==: o, et par suite les coeffi- 
cients de cette équation, sont des invariants ; ils ne dépen- 
dent pas du choix que Von a fait du système d'intégrales 
distinctes yi,y2^ • • • , yn- 
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ù est, en efTety le déterminant des fonctions linéaires 



««71 -r- (3t„ — tù)yi -4- ... -h a„tjK/i, 

si aux variables ^^ j^a, . . . ,y;i on en substitue d'autres z^j 
^if ..., z,i, fonctions linéaires et homogènes de celles-ci, 
la nouvelle valeur de û sera égale à Tancienne, à un facteur 
près, ce qui démontre la proposition énoncée. 

Supposons maintenant que V équation û = o ait toutes 
ses racines distinctes : appelons-les Wi , w^, . . . , w„, on aura 
alors n intégrales y\, y^j • ' "t ynt donnant lieu à des 
équations 

ces intégrales seront distinctes. 

En effet, s'il existait entre les y une relation de la forme 

«1^1 -^ «ï7î -f- • • • -H anyn ~ o, 

âfi, ^2, • . • désignant des constantes, en faisant tourner le 
pointer autour du point singulier, on aurait successivement 






an^nyn = O, 
an^lyn= o. 



d'où l'on conclurait 



a> 



I 

• • 

/î-i 



Ui 



I 

• • 



I 



O) 



n 



= (>, 



ce qui ne saurait avoir lieu si Û = o n'a pas de racines égales. 
Maintenant posons to^ =z ^^tV-^a, ; on aura 

y'i ^ yie^T^^^^t, 
et, si Ton considère la fonction^'! (x — «)"*', elle se changera 
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par une rotation du point x autour du point singulier a en 
elle-même ; cette fonction est donc monodrome, et, en la dési- 
gnant par cp,, on aura 

les intégrales de U équation (i) peu^^ent donc se mettre, 
dans le voisinage du point a, sous les formes 

ces intégrales sont distinctes et (f^^^^i - -t ?/i sont mono- 
dromes autour du point a. 

XIII. — Cas où réqaation fondamentale a des racines égales. 

On a vu (p. 8) que les intégrales des équations différen- 
tielles sont des fonctions continues des paramètres contenus 
dans ces équations et que ces fonctions ont des dérivées bien 
déterminées, sauf en des points singuliers. 

Imaginons que les coefficients de Téquation (i) renferment 
des paramètres variables, et que l'équation Û = o ait toutes 
ses racines inégales pour des valeurs quelconques de ces 
paramètres, mais que co, devienne racine multiple de Û = o, 
pour des valeurs particulières de ces paramètres. 

Les paramètres étant quelconques, Téquation (i) aura n 
intégrales distinctes qui, dans le voisinage de a, seront de la 

forme 

{x — a)*ioi, (x — a)*a<pj, .... 

Faisons varier les paramètres de manière que toj tende vers (0| 
et, par suite, ^"2 vers A"i : on pourra remplacer l'intégrale 
{x — a)^« cpa par la suivante 

{x — a>*a<ï>2 — {X — a)*iO| A(a7--a)*iOi 

' ^ ■ _^^ ^ * • 

la limite de cette expression est 

^[(37 — a)^.cp,]; 
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l'intégrale qui disparaît par l'hypothèse k2=^k\ se trouve 
alors remplacée par l'expression précédente, ou 



{x — a )*. U^ + ©1 log(a7 — a) . 



Si trois valeurs de k devenaient égales à A*|, on adjoindrait 
aux deux intégrales 

_^ -+-0|log(a: — a) 
la suivante 

''"^ ÂÛ; 

ou 

-^'r "^ ^ ^ ^^^(^ "~ ^ ^ ^ ?ilog'(a: -a) ; 

et ainsi de suite. Il résulte de là que : 

Dans le voisinage du point singulier a, pour lequel |jl 
racines de ù=z o sont égales, on a ^ intégrales distinctes 
de Inéquation (i) qui sont de la forme 

(a? — a)*[cpoH-<;pilog(a; — a)-f-...~cpjj.logl*(a7 — a)], 

cpo, Çi, ... désignant des fonctions monodronies en a. 

Remarque. — Si l'équation (i) a une intégrale de la forme 

(a? — a)*[cpo-!-cpilog(a: — a) - oslog2(a7— aVr-. . .-+-cpjjt.logl*(ir — a)], 

cpo, ço . . . étant monodromes en a, elle a aussi pour intégrale 
cpji.(x — a)*, car a est alors un point singulier et elle a une 
intégrale de la forme cp(\r — a)^, et, comme l'équation Q = o 
a une racine d'ordre [x, il y aura une solution de la forme ci- 
dessus dans laquelle Çu. sera égal à cp. 

XIV. — Démonstration d'an lemme. 

Soient Oo,n ■ ? ?/y» • • • des fonctions de x qui n^ ont pas 
le point a pour point critique, C|, Ca, ... des constantes. 
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ki, k^^ . . des exposants dont les différences ne sont ni 
nulles ni entières, la formule suivante ne saurait avoir 
lieUy quel que soit x, 

l Ci (a: — a)*i[ooi -f-<pii log(a7 — a)-+-.. .-+-<pai loga(a7 — a)] 
I -4-.C2(a? — a)*.[ooî -t-?iî logfa? — a)-^...-H«ppJlogP(a:~a)] 

-f- c/,(a7 - a)*fc[ooA -r- «piA logCx — a ) ^. . . -+- çp^/, logY(a7 -- a)] = o. 

En effet, faisons tourner le point x h fois autour du 
pointa; après chaque révolution, Téquation précédente sera 
encore satisfaite, et, si les constantes c ne sont pas toutes 
nulles, il faudra que le déterminant de leurs coefficients dans 
les équations dans lesquelles se transformera Téquation 
précédente soit nul; or, à un facteur près de la forme (a: — a)l*, 
ce déterminant est un polynôme entier en log(j: — a) dont 
les coefficients sont finis pour x = a^ et dont le coefficient 
de la plus haute puissance de log(a; — a) n'est pas nul : le 
déterminant en question ne saurait donc être nul et la for- 
mule (a) ne saurait être identique. 

c. Q. F. D. 

XV. — Intégrales régulières. 

Une inlè^vdXe régulière en a est une intégrale de la forme 

Cl (07 — a)*t[ooi -^ ?ii log(a: — a) -h ©,2 log»(2r — a) -h ... ] 
-h c.i{x — ■ a )**» [ O02 H- ç>i2 Iojr(a7— - a)-+- <p2î'og*(5" — «)-+-...) 

dans laquelle Cq, C\^ . . . sont des constantes et cpoM ?«o • • • 
des fonctions monodromes qui n'ont pas le point a pour point 
essentiel; on peut alors supposer les exposants Ati, A'a, . • . , 
tels que les fonctions ^107 fi 4* • • • ^^ soient pas infinies pour 
;r = a et, par suite, que le point a ne soit même pas pour elles 
un point critique. 

Nous dirons qu'une intégrale est régulière pour le point à 

l'infini, quand, en y remplaçant x par-i elle est pour le 
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point o régulière par rapporta l'équation transformée obtenue 

en remplaçant dans la proposée x par • 

L'intégrale 

(a? — a /[©û -+- <?i log( ar - - a ) -h. . .], 

dans laquelle <po) ?!•) • • • ^^ sont plus infinis, ni tous nuls 
pour ;r = a, est dite appartenir à Vexposanl k. Nous suppo- 
serons dans la suite que les coefficients />i, /?2> - • • de l'équa- 
lion différentielle n'ont pas de points essentiels et qu*ils 
sont monodromes : leurs seuls points critiques seront donc 
des pôles, c'est-à-dire des infinis d'ordre entier et fini au 
point a\ on aura donc 

Vi désignant une fonction monodrorae, monogène, finie et 
continue dans le voisinage de a^ et différente de zéro pour 
:r = a, et a/ désignant un exposant entier et positif. 

Nous allons maintenant chercher la condition nécessaire et 
suffisante pour qu'une équation linéaire ait ses intégrales 
régulières. 

En premier lieu, l'équation 

dv 
a pour intégrale 

si l'on met/7| sous la forme 

^ X — a {x — a)* 

ne devenant plus infini pour j: rr^ a, on voit que y est de la 
forme 

y = ^{x){x--a)^e e-")"^ •, 

A (j:) désignant une fonction synectique en a. Cette intégrale 

P 
sera régulière si /?< est de la forme — — > Pi étant fini pour 



DBS ÉQUATIONS LINÉAIRES. 

En général, soit 



100 






Pi 






-^Pny =-o 



une équation qui ait ses intégrales régulières en a; pi, 
Pi, . • . étant censés monodromes en a et sans points essen- 
tiels. Si elle admet les intégrales j'ojKaj • • •? X/u on aura, 
en dénotant les dérivées à la manière de Lagrange, 



et, par conséquent. 



—Pi 
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Les déterminants qui servent de numérateur et de dénomina- 
teur à Pi sont multipliés par des constantes quand x tourne 
autour du point a\ car cette rotation produit sur les variables 

cogrédientes y^,y2, - • • , /n /a, - • • » /«> J^'i» • • • «ne sub- 
stitution linéaire; les déterminants en question sont donc de 
la forme {x — a)^ij{x') et (x — aYti^^{x)y '\{x) et i/\{x) 
désignant des fonctions monodromes sans points essentiels 
en a et, par conséquent, si Ton veut, ne devenant pas infi- 
nies pour a: = a. 

Mais les fonctions jKoJ^a» • • • sont de la forme 

yi — (x — a)*.[ço/ — «pi,log(iF — a) -h. . .] ; 

si on les substitue dans les déterminants qui figurent dans 
l'expression (i) de p/, les termes logarithmiques doivent dis- 
paraître; on peut donc en faire abstraction en estimant l'ordre 
infinitésimal de pi\ à ce point de vue, on voit que le numé- 
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rateur et le dénominateur de pi ne différant que par une 
colonne,/?/ sera d'ordre «, et, par suite, on aura 

P/ désignant une fonction qui ne devient pas infînie pour 
x:= a. Ainsi : 

Une équation linéaire qui a toutes ses intégrales régu- 
lières en a est de la forme 

' dx'^ x — a dx^-^ (x — a)' dx'^-* '" {x — a)'* * 

Pi, Po, . . . , P„ désignant des fonctions pour lesquelles 
le point a n'est pas critique. 



XVI. — - Équations dont les intégrales sont régulières. 
Considérons Inéquation 

dx^ X dx'^-^ a?* dx'^-^ a:'* ' 

dans laquelle P|, Pa, . . . sont raonodromes et monogènes 
autour de l'origine; nous allons voir que, si l'origine n'est 
pas un point critique pour ces fonctions, l'équation (i) a 
toutes ses intégrales régulières à l'origine. 
Soient 

('^') j P2 = ^Oï-^ ^12^H- ^Ï2'2:*-I- 

Posons 

(3) ^ — Coa:3i-j- C|a7«-^*-!- Cja7«+* -t- . . ., 

et, sans nous inquiéter pour le moment de la question de 
convergence, essayons de satisfaire à (i) en déterminant 
convenablement Co, c,, C2, ... et a. En portant dans (i) à 
la place de P<, P2, ... et de y leurs valeurs (2), (3), on a, 
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en faisant usage de la notation A^^ pour désigner le produit 
m{m — i) . . . (/w — /i4- i), 

-^ (Ar'co:r«-«^«-. A5-îc,:r«-«-i-l-. . .)('^ 4-^ -H^»„ + . . .) 

^ T X J 
= 0; 

en divisant par x*~", on peut encore écrire 

-f-(AJ-*Co-hAJ-*iCia7-T-A5-icj;r2-t-. . /Uôoi-^^uar-HÔsiar*^-. . .) 
-^-(^5"'co-i-A57.*Ctar-r-AJ-*Cj:rî-~...)(6o2-^-^iîa7-t-6î,a7«-h...) 



(4) 



k 



En égalant les coefficients des diverses puissances de x à o, 
on a 

/-. j Co(Aa~^'^a ^01 -f- AJ" 602 -+-•••) = O, 
\ •••• • ; 

ces équations (5) sont linéaires et homogènes en Co, C|, C2, ...; 
la première contient Cq, la seconde contient Cq et Cj, la sui- 
vante Co; Cl , Ca, . . . . Si donc on veut que Co, c^ , Co, ... ne 
soient pas nuls, il faudra déterminer a au moyen de Téquation 

(6) A5-i-A5-^Z>oi-t-...4-^o/i = o, 

laquelle est de degré n et fournit n valeurs de a, égales ou 
inégales; ces valeurs ne sont pas infinies, puisque le coeffi- 
cient de a" est égal à un. Si l'on choisit Co arbitrairement, 

— J — > • • • seront alors déterminés de proche en proche par 

les équations (5). 

11 faut remarquer que le coefficient de C| dans la seconde 
équation (5) se déduit du premier membre de (G), en chan- 
geant a en a -i- I , . . . , en sorte que les équations (5) seront 
compatibles si, a étant racine de (6), a -t- i, a -t- 2, . . . ne 
sont pas racines de cette équation. Nous le supposerons. 



= 0. 
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Alors Co, Cl, ... pourront être déterminés de manière que 
la valeur (3) de y satisfasse à Téquation (i). Mais nos con- 
clusions supposent essentiellement la série (3) convergente : 
nous allons voir qu'elle Test effectivement pour des valeurs 
suffisamment petites du module de x. 

Remplaçons dans P|, Pa, ... les coefficients de f, x^, 
x^j ... par leur module maximum B pris en signe contraire^ 
les modules de Cq Z C| ! C2 : . . . ne pourront que croître (le 
module maximum B ne sera d^ailleurs pas infini, car on peut 
toujours supposer les rayons de convergence des séries P|, 
P2, . . . plus grands que i; s'ils ne l'étaient pas, un simple 
changement de x en hx amènerait cette circonstance, et Ton 
raisonnerait sur l'équation ainsi transformée); les équations 
(4) sont alors remplacées par les suivantes, où l'on peut sup- 
poser modo: <^ I, 

-h (AS"'co-i- Aî[:;:lc,rr-i- ASiJcja:» -+-...)( 601 — Y-^~x) 



—- o 



Si l'on multiplie par i — x, cette équation devient 

(ASco-f- AÏ+1C137-4-. . .)(i— ^) 

+ ( Aa~ Co -^ Aj^-i Cl a; -h ... )( 601 — B -^ 601 ^) 
-f-(AS"*Co-h AS+ÎciX-4-...)(6oj— h -r-boix) 
-+- =0; 

en identifiant, on a 

^ cp(AaH_^_i-f- B -4- ^01 Aî:;},^! -f- B H- 6o8AS:;:J,_i-i-...); 

et, si l'on pose 

/( a) = AS -f- ^01 AS~ -i- ^ot AS~ -i- . . . , 

F(a) = A;ziH-ASlÎH-..., 
on a 

C/»+i/(«-+-/>)^ c,,[/(a-4-/? — i)-f- BF(aH-/? — 1)]; 
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on en tire 

iE±\ — f('^-^P i)H-BF(g— jp — i) ^ 

Or /(a) et F (a) sont des polynômes de degrés n et /i -h i ; 
quand leurs arguments cl — p et et -{- p — i deviennent infinis, 

-^^ tend vers l'unité : la série dans laquelle se développe y 

Cp 

quand on a changé x en hx a donc pour rayon de conver- 
gence une ligne au moins égale à Tunité. L'équation (i) 
admet donc une intégrale régulière à l'origine. Si /(a) r^ o a 
des racines à différences entières, il faudra que a soit la plus 
grande de ces racines, afin que /(a -h i), /(a -f- 2), ... ne 
soient pas nuls; si l'on effectue le changement de x en 
X — a, on peut énoncer le théorème suivant : 

Si P«, P2. . . . , P« sont des fonctions syncctiques autour 
du point a, Inéquation 

d^y ^ Fi d '^-^y ^ \\ _ ^ ^ 

cte'» X- a dx''-^ "''^~ {x- -a)" 

a au moins une intégrale régulière autour du point a. 

XVII. — Continuation du même sujet. 
Nous venons de voir que l'équation 

d"y \\ d'^-^y P« 

a une intégrale régulière à l'origine; désignons pary^ cette 
intégrale, et essayons d'abaisser l'équation (i). On pose pour 
cela 

y =yi I udx\ 

u se trouve alors être éeral à -7- — » et, si ^/ a une forme réffu- 

° dx yi ° 



j6o chapitre III. 

Hère, la valeur correspondante dey sera régulière. D'ailleurs 
u est donné par l'équation 

( 2 ) —j 7 H ^^^ -, ~ -h ... H ^^ — U = O, 

Qi> Qii ••• désignant des fonctions synectiques autour de 
Torigine; mais le coefficient Cq dans y^ est différent de zéro; 
l'équation (a) est donc de même forme que (i), et elle a une 
intégrale régulière /2j ^^^ l'abaissera comme (i), et, en conti- 
nuant ainsi, on voit que (i) a toutes ses intégrales régulières. 
On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Pour que V équation 

fin y d'^-^y 

di^^=^'d^^''-^^"^' 

ait toutes ses intégrales régulières en a, il faut et il suffit 
que Von ait 

Pi, p2, ... désignant di's fonctions synectiques autour du 
point a. 

Pour qu'elle ait partout ses intégrales régulières il faut 
alors que 

'l{x) désignant une fonction de la forme {x ~ a){x - - b) . . . 
lorsque le point à l'infini n'est plus critique et P<, P.^, . . 
désignant des fonctions partout synectiques. 



XVIII. — Intégration des équations à intégrales régulières. 
Soient 

P,— ^02" ^12 (^ — a)~'b^^ix— a)2-^-. . ., 
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a^ bi désignant des constantes : considérons l'équation 

^^ <ir'* x — a dx^-^ {x — a)^-^ 

pour intégrer celte équation, on posera 

y — Cq{x — a)'^ -^ Ci{x — a)2i+'-f- Ci{x — a)«+*-i- 

L'équation (i) deviendra alors, en divisant par {^x — a)°'"", 

-;-[AS"*Co-i- A5~\ci(a? — «)-!-...] [601-1- 611(37 — a) -h. . . J 
=0 

où A5 est le nombre des arrangements de a objets pris nkn\ 
en égalant alors à zéro les diverses puissances Ae x — a, on 
a des équations qui feront connaître a, c©, C| , Ca, .... La con- 
stante Co est arbitraire, et a est déterminé par l'équation sui- 
vante, obtenue en égalant à zéro le terme indépendant de 
X — rt, 

Agj -T- /l 3f Oq\ -r- î\y^ l/oï -r- . . . = O 

ou, en appelant/(a) le premier membre, 

/(a) = o. 

Cette équation a reçu de M. Fuchs le nom adéquat ion fonda- 
mentale déterminante, iNous allons en faire connaître les 
propriétés : 

Théorème L — Les racines de l'équation fondamentale 
déterminante sont égales aux logarithmes des racines de 

Inéquation fondamentale dis^isées par t.tzsJ — i. 

En effet, nous avons vu que, si e^'^v'^a,^ e^'^^^t, . . . 
étaient les racines de l'équation fondamentale, n intégrales 
distinctes se mettaient sous la forme 

et l'équation déterminante a précisément pour objet de déter- 
miner ai , as, .... 

L. — Traité d* Analyse, V. n 
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Théorème II. — Si dans V équation proposée (i) on pose 

elle prend la forme 

-H. ..-4-7 — ^' , M = 0, 



e/, quand on fait x=^ a dans Q^, Q/i(«) devient précisé- 
ment le premier membre de V équation déterminante. 

En effet, on trouve 
et par suite on a 

C. Q. F. D. 

Il nous est impossible, dans ce Traité, de tirer des théo> 
ries précédentes toutes les conclusions que Ton en a déduites : 
bornons-nous à faire observer que, si une équation de la 
forme (i) a une intégrale rationnelle, on pourra la découvrir; 
les équations déterminantes auront alors une racine entière, 
et, en multipliant les solutions par x — a élevé à une puis- 
sance convenable, le point a cessera d'être critique pour une 
intégrale; on pourra ainsi, par des multiplications, par des 
binômes convenables, rendre une intégrale entière; d'ailleurs 
la méthode des coefficients indéterminés fera connaître la 
solution. 

XIX. — Équations linéaires à coelflcients périodiques. 

Si les coefficients d'une équation linéaire sont périodiques 
et ont pour période o), cette équation ne change pas quand 
on change ^ en j: H- w. Soient n l'ordre de cette équation, C\ , 
Cj, . . , ^Cn des constantes arbitraires : l'intégrale générale se 
présentera sous la forme 



I 
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f^t fi') • •• désignant des intégrales particulières, mais dis- 
tinctes; mais, mdésignantunentier, si/i(a:)estune intégrale, 
/i (j: -h m(i>) sera encore une intégrale, et, par suite, on aura 

el Ton pourra écrire 

/j(a?-f-a>) = Ci,/i(a7)-h c„/,(a:) -4-. . .-h c,„/„(a7), 
/i(a?-f-2a)) = c,i/,(j:)-hc„/,(j7)-h...-hc,„/„(a7), 

• • » 

/i(a: -T- nw) = Cnxfi{x) -h c«,/,(a7) H-. . .-h c„fl/;,(ar), 

Cil, C|2, ... désignant des constantes. On en tire 

(0 /i(^) = Ai/i(a? -I- w) -h A,/,(x -i- 2a))-4-. . .-+- A„/i(a: H- /iu>), 

A|, A2, . . . désignant des constantes. Cette conclusion serait 

en défaut si Ton avait^ ^ ^n ? ^22? • • • , Cnn = o ; mais alors 

il y aurait une relation linéaire entre /i (a:), . . . , fn{x). 
Cela posé, considérons l'intégrale 

<2)/(^) = Gj/i(x)-hGi/,(ar-H(o)-h...-hG«-,/,(x-f-/i— i(d), 

dans laquelle G«_|, G„_2, . • . peuvent être nuls s'il y a une 
relation linéaire entre les/i {x -\- vw) : on aura 

/(a7-+-(I))=Go/^(x-i-u))-HG|/,(a?-^2(o)-^...-^-G;,-,/,(a?^-/lo>) 

mais, en vertu de (i), la formule (2) peut s'écrire 

/(j)=/t(ar-f-a> )(Gi-f- GjAi)-i-... 

-+-/i (^ -h /t — I aj)(G;j_i -f- Go Art_, ) -4- Go A;j/,(a7 -H /iw). 

Si l'on pose alors, en appelant g une constante, 

on aura, pour déterminer Go, G|, ... et ^, les formules 
Go=^(GiH-GoA,), Gi = ^(G,-+-GoAî), 
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ou 










I 


Gi-!-GoA| Gj-hGoAj 
Go Gt 


_ Go Art. 



ces équations détermineront g et les rapports Go I G| : ... ; 
ainsi, étant donnée une équation à coefficients périodiques y 
il existe une intégrale f{x) telle que 

(3) * A^-^^} = gf{^\ 

g désignant une constante et co la période. 

Si les coefficients étaient doublement périodiques et aux 
périodes co, tîj, on aurait également une relation de la forme 

(4) f{X-^TS)r^hf{x), 

h désignant encore une constante. 

Ce résultat a été établi, pour la première fois, par M. Picard 
{Journal de Crelle^ t. 90); il a en outre démontré que Von 
pouvait former un système distinct dHn té g raies jouissant 
de toutes les propriétés exprimées par les formules (3) 
et (4)- Pour établir cette proposition, il suffit, étant admise 
Texislence de la fonction f{x), de remplacer la fonction 
inconnue^ par 

y=f{^)j^dx\ 

Téquation en z sera encore à coefficients doublement pério- 
diques et aura aussi une intégrale f\{x) jouissant des pro- 
priétés (3), (4); d'où Ton conclut pour^ la valeur 



f{x)Jf,{x)dx, 
qui devient, en changeant x en x -h w, 

f{^)gjfi{^)g\dx ^ ggif{x)jf^{x)dx, 

et ainsi de suite. 

Pour intégrer l'équation, lorsque ses intégrales sont mono- 
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dromes et sans points essentiels, on peut procéder comme il 
suit : 

M. Hermile désigne sous le nom àe fonctions doublement 
périodiques de seconde espèce les fonctions qui se trouvent 
multipliées par un facteur constant quand on augmente la 
variable de périodes co ou w; il réserve le nom àe fonctions 
doublement périodiques de troisième espèce à celles qui, par 
Taddition des périodes à la variable, se trouvent, comme les 
fonctions auxiliaires de la théorie des fonctions elliptiques, 
multipliées par une exponentielle à exposant linéaire; les 
fonctions de première espèce sont alors les fonctions double- 
ment périodiques ordinaires. 

Cherchons d'abord l'expression générale des fonctions dou- 
blement périodiques de seconde espèce, monodromes et sans 
points essentiels. 

Appelons 2K et 2K'\/ — i les périodes : il s'agit de trouver 
une fonction F(^), monodrome et sans points essentiels, 
satisfaisant à la fois aux deux équations suivantes, [x et [x' 
désignant des constantes, 

(I) F(ar-^-aK)= p.F(a7), ¥ {x -^ iK' ^'^) = }x'Y(x). 

Posons 

a et ^ désignant deux constantes et H la fonction auxiliaire 
qui sert de numérateur à snx. En vertu des formules 

H(ar-4-aK)= -\\(x), 

on aura 

/(j?-f-2K)=/(a:)c«?S 

f{x^iKW~i)^f(x)e K- "'?''•*'-* 
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on peut déterminer a et ^ au moyen des formules 

et alors on aura 

f(x-i-iK) = iLf(x), 

/{x-i-2K'<f^i) = l>.'/(x); 

si Ton considère alors le rapport y — y on voit qu'il aura pour 

périodes 2K et 2¥J^ — i. Ainsi l'expression générale des 
fonctions de seconde espèce sera le produit de /{-x:) par une 

fonction aux périodes 2K et 2K\/ — i . Mais on peut obtenir 
sous une forme plus simple l'expression générale de ¥(x) 
ainsi qu'il suit : 
Le produit 

considéré comme fonction de Zj a pour périodes 2K et 

2K'y^ — I : la somme de ses résidus pris à l'intérieur d'un 
parallélogramme des périodes est nulle; or, en appelant a^ 
On, . . . , les infinis de F{z) et le seul infini de f{x — z) étant 
Xy on a 

Or r /{z — x)F{z) est égal à 



C-j 



et 



I ¥(z) — rn cpt--' = F(x) y,-. — 



£^J{z)f{x-z)^[\imF{z){z-a)],:=af{^-a) 



si a est un infini simple, sinon T F{z)/{x — z) est de la 

forme 

A/(ar — a)-4-B/'(ar — a)H-.. ., 
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en sorte que l'expression générale d'une fonction de seconde 
espèce sera, en vertu de (3), 

F(x)=^[A/(x-a)-^Bf(x-a)-^.,,], 

A, B, G, ... désignant des constantes, et ^i, a2, ■ • • les 
infinis contenus dans un même parallélogramme des périodes. 
C'est en s'appuyant sur cette formule, due à M. Hermite 
{Sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. 5), 
que l'on parvient dans certains cas à intégrer les équations 
linéaires à coefficients périodiques : nous allons en donner un 
exemple. 

XX. — Équation de Lamé. 

Lamé a rencontré dans une question importante de Phy- 
sique mathématique (Equilibre des températures de l'ellip- 
soïde) une équation linéaire du second ordre qui a acquis 
une grande célébrité : cette équation s'est d'abord présentée 
sous la forme 

/(X)g-^i/'(>.)f-^(^XH-A)^ = o. 

y est la fonction inconnue, X est la variable, g cl h sont des 
constantes ; enfin on a 

/(X) = (X-ha«)(X-+-6«)(X-f-c»), 

a, b, c désignant de nouvelles constantes. 

Nous commencerons par transformer cette équation en 

posant 

X = ^î — a«; 

nous aurons alors, en faisant 

^(z) = (z^ — a» -+- ô*)(sî — a* -+- c«), 
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les transformées successives 



d\ 



[m/£ 



v'/(X) 






équation qui est de la forme 

^ et h désignant toujours deux constantes différentes de celles 
que Ton a désignées ainsi tout à Theure. Si Ton pose alors 



r dz 



ou 

^ = sn ic, 

l'équation de Lamé, en la prenant sous la forme 

devient 

d I dy\ y 

OU enfin 

d'^y 

^4-7(^sn«a:-f-A) = o; 

c'est surtout de Téquation 

que les géomètres se sont occupés, n désignant alors un 
nombre entier. 

Pour intégrer cette équation, nous changerons de variable 
et nous poserons 
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elle deviendra alors 

Nous poserons donc 

7 -/(e)-4- A,/(ê)-h. . .+ Av/v(£), 

•^^'^ ^ H(£) '^ ' 

G, a, p désignant des constantes, y peut se développer sui- 
vant les puissances positives et négatives de e et, en choisissant 

convenablement G en le prenant égal à „ . » on pourra sup- 
poser que le terme en - dans y a pour coefficient i ; on aura 

alors 

__ I A| Aji.a Av. 1.9..3. . . V 

T^ désignant une quantité finie pour e = o et />©) />2, • . . des 

coeflficients constants. Remplaçons j^ et — — par ces valeurs 

dans (2), il suffira d'exprimer que, pour e = o, le premier 
membre ne devient pas infini et qu'il est nul ou que les 
coefficients de e®, e"*, e"^, ... sont nuls; car ce premier 
membre, étant doublement périodique de seconde espèce, est 
constant s'il n'a pas d'infinis. 

Remplaçons donc j^ et — p parleurs valeurs dans (2), multi- 

plions par e^ ; nous aurons 

1,1 Ai2.3 ^^ Avi.^.3. . . Cv -f- 2) 

o = -^ 



[/l(/l-f-l)(l-T-/70 s* -+-/>»£*-+-. ..)-+- A E*] 

(i Al , Avi.a...v \ 
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en n'écrivant pas les termes inutiles. En égalant à zéro les 
termes en s^, e, e», . ,, e-^v+o^ on trouve 

1 .2.3. . .(v -H 2)Av = 1.2.3. . .vAv/i(/H-i), 

1.2.3. . .(v -4-i)Av-i = 1.2.3. . .(v — l)A^,-l n(n 4-i), 

1.2.3. . . vAv-t = 1.2.3. . .(v — 2)Av-iw(n ^-i) 

-T-i.2.3. . .V Avf/i(/i -^i)/?o-H ^]» 
• •••• • ï 

d'où l'on tire d'abord 

(v -r 1 )(v -h 2) = 7l(/H- l), 

ce qui montre que n doit être entier, si Ton veut que v soit 
fini. On voit ensuite que Av_i = 0, Av_3 = o, . . . , en sorte que 
les dérivées de^qui entrent dansy sont de même parité. Enfin 
on a deux équations de plus qu'il n'en faut pour calculer les A ; 
on disposera alors de a et ^, de manière à satisfaire à ces équa- 
tions. Quand on aura une solution de l'équation (2), il sera 
facile d'en avoir une autre, et Ton voit que l'équation de Lamé 
est intégrable parles fonctions elliptiques quand n est entier. 

XXI. — Étude particulière des équations du second ordre. 

Les équations linéaires du second ordre, sans second 
membre, jouissent de propriétés curieuses qui ont été révélées 
surtout par Sturm, et dont nous allons faire connaître les 
principales. 

Nous avons vu qu'en posanty = J^i ^> J^i étant une solution 
d'une équation difierentielle linéaire en y et sans second 
membre, l'équation s'abaissait sans perdre sa forme linéaire ; 
mais on peut abaisser encore autrement l'équation quand 
elle est du second ordre. 

Considérons, en effet, l'équation suivante, où A, B, C sont 
des fonctions quelconques de :r, 
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siyi est une solution de cette équation, on a 

multipliant (i) par^i et (2) par j^, puis retranchant, on a 

^ n ^\y —y ^'71 _^ g yxdy—ydy^ ^ ^ 
dj7* dx 



Si alors on pose 

(3) 

ou (p. 59) 

ou 

(0 
on a 

ou 

ou enfin 



y\dy—ydyx _ ^ 

2Ï -"' 



J yi 



=yj^^ dx. 



A -7 — h B;5 == o 
dx 



z = e*J A 



=^'/5^ 



r/l- 



ctr. 



Théorème I. — La fonction y définie par Inéquation (i) 
n'a que des zéros simples, si j reste fini. 

En effet, Féquation (3) devient, en remplaçant z par sa 
valeur, 



^ _ V, ^ = r/î"". 



Pour que l'on eût ^ = o, ^ = o, il faudrait que -7- fût infini 
ou que j^i ou •— le fussent. 

Théorème II. — En général, deux solutions y et y i ne 
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pourront pas s* annuler en même temps, et leurs racines se 
séparent mutuellement (quand on les suppose réelles ainsi 
que x). 

La première partie de ce théorème est évidente, en vertu 
de (5) : si l'on fait alors ^ = a et j^ = p, a et {3 désignant 

deux racines successives de y^ = o, —■ prendra des valeurs 

de signes contraires ; donc, en vertu de (5), comme le second 
membre de cette équation est positif, il faudra que^ prenne 
aussi des valeurs de signes contraires ; donc entre deux racines 
deyi = o, il y en a une de y = o, et entre deux racines de 
jK = o, il y en a une de ri = o. Mais cette conclusion est 
soumise bien entendu à des restrictions qui dépendent de la 
continuité des solutions considérées. 

Théorème III. — L'équation ( i ) peut toujours être 
ramenée à la forme dite canonique 

X e< V désignant des fonctions de x seul. 

En eflet, cette équation développée est 

,, d^Y dy dX _, 

et on ridentifiera avec (i) en posant 

d\ 
^ _dx _\ 
A "^ B ~ C' 
d'où Ton tire 

X = e*^ ^ , V — -.- €*■' A . 

A 

Théorème IV. — Si l'on met en évidence un paramètre /i, 
l'équation canonique pourra s'écrire 
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si l'on change n en /ii, on a la nouvelle équation 

les fonctions y ety^ satisfaisant à ces équations, donne- 
ront, en supposant la variable réelle, 

oL et p désignant soit deux valeurs annulant X, soit une 
valeur annulant y et une valeur annulant y i. 

En effet, en multipliant (7) par yi et (8) par j^, on a par 
soustraction 

^ yid^y —y d*yi d\ Y\dy —y dvx , .,, 

ou bien 

d r_, y\dy — y dvil . . -. 

En prenant pour limites d ^intégration les nombres a, ^ choisis 
comme il a été dit, on a 

o = {n — ni) I yyi\ dx, 

et, comme n — /?« <o, le théorème précédent est démontré. 
Théorème \ . — Entre les mêmes limites, on a encore 

^ dy dyx __ 






dx dx 



En effet, multipliant (7) par n\y\ et (8) par ny^ puis sous- 
trayant, on a 

d /^ n^yxdy — ny dy i\ ^ ^ dy dy, ^ 

dx\ dx J ^ dx dx ' 

l'intégration donne la formule qu'il fallait démontrer. 
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Théorème VI. — On peut toujours ramener V équation 
linéaire du second ordre à la forme 

G désignant une fonction de x seuL 
En effet, considérons l'équation 

si nous faisons y =/^, nous aurons (p. 121 et 122) 






/ L dt ry\ dz /. d^t ^ dt ^ \ 



l'équation sera donc ramenée à la forme voulue, si l'on dispose 
de /, de telle sorte que 



ax 



OU que 

f = e J aA . 

Lorsque l'équation a la forme canonique 



alors 



A = X, B=g, C=V, 



et il faut prendre 

t = e '^ ^^ = -=• 

XXII. — Invariants des éçniations différentielles. 

Considérons une équation différentielle linéaire d'ordre n 
d^'i ry d^-^Y _ ^ 
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dans laquelle Y désigne la fonction inconnue, X la variable 
et P<, P2, . . . , P/< des fonctions de X. Si Ton pose 

il est facile de voir que Téquation (i) se transforme en une 
autre équation linéaire du même ordre 

Nous démontrerons qu'il existe des fonctions de P|, Pa, . . . 
et de leurs dérivées par rapport à X, telles que, l'une d'elles 
étant F(P4, P2, . . ., P',, P'j, . . .), on a 

(4) F(Pi, P„ ..., P'i,P'„ ...)=F(/>„/>„ ...,/>'i,/>'„ ...)?«^. 

Ces fonctions F sont des invariants , et, si w = o, on a ce que 
l'on appelle un invariant absolu. 

Le nombre des invariants distincts est nécessairement 
limité : en effet, une équation telle que (4) établit une relation 
entre les P et les p ; or, quand les P, <p et t[^ sont donnés, les p 
sont déterminés; il ne peut donc exister entre ces quantités 
plus de n relations distinctes ; les formules, telles que (4)? sont 
donc au plus au nombre de /i — 1 et, si l'on suppose w = o, 
au nombre de /i — 2 au plus. Ainsi le nombre des invariants 
absolus distincts d^une équation linéaire d^ordre n est au 
plus égal an — 2, et les équations d^ ordre inférieur à 3 
n^ ont pas d^ invariants absolus. 

Si l'on considère une équation linéaire du second ordre 

(5) z" = az'-\-bz, 

dans laquelle :; désigne la fonction inconnue, x la variable z' , 
J les dérivées de z et a^ b des fonctions données de x^ et si 
l'on pose 

(6) r=^'*-S 



I 
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OU trouve 

=--(/i — i)(/i -a);;«-»^'» 
-i-(/i - - i)a^'*-*^'-H(/i — Oô-s'*-*, 

et, en continuant de diflTérenller en remplaçant toujours 5" par 
sa valeur tirée de (5), 

(8) '-^— = A^sV^-ï-i-B^s^y^-îH-... L^s'»-»; 

Télimination de 2""*, -3""*^, . . . entre ces équations fournit 
une équation linéaire d'ordre n en j^. Il est facile de déduire 
ses solutions de celles de Téquation ( 5 ) : appelons en effet 5| et 
Z'i deux solutions distinctes de (5) ; l'équation en z sera satis- 
faite en prenant 5 = Ci-s, + c^z^^ Cx et c^ désignant des con- 
stantes, et l'équation en y le sera en prenant 

et, par suite, en prenant 

C|, c!j, c", , c^, ... désignant de nouvelles constantes arbi- 
traires, et, par conséquent, en prenant y égal à l'une des 
quantités z'[~^ ^ z'\~^ z^^^ ..., qui seront autant d'intégrales 
distinctes de cette équation; les intégrales distinctes de 
l'équation en j^ peuvent donc être mises sous la forme 

yu yt==yii, y^-^yi^^f .., 7/*=ri''*~*- 

Réciproquement, si une équation linéaire et homogène 
d'ordre n admet des intégrales de cette forme, elle se trans- 
forme en équation linéaire homogène du second ordre en 
posant j' = ;;'*"*; en effet, on peut former une équation linéaire 

et du second ordre en z ajant pour solutions ^/y^ et C y^i ; 

cette équation, quand on y posera -3''"' =y, fournira alors 
l'équation en^. 
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Cela posé, chercher la condition pour qu'une équation 



(l'ord 



re n 



d»y d'*-^y 

se transforme en une du second par la substitution 3""' =.)% 
ou ait ses intégrales de la forme l'i, )'i ^, l'i /*^, . . . , c'est une 
seule et même question. 

Or éliminons 5"~', z'*~'z\ . . ., z''^~^ entre les équations 
(6), (7), (8) : nous obtiendrons, comme nous l'avons fait 
observer, une équation d'ordre n 

d" y d'*-^y 

Si, entre les équations qui donnent y^i, />.j, . . ., />„ et leurs 
dérivées, on élimine cr, b et leurs dérivées, on obtiendra des 
relations invariantes exprimant que Téquation (9) a ses solu- 
tions de la forme j'i,^4 /, ..., >',^""*. On peut obtenir ces 
relations autrement : formons Téqualion admettant les solu- 
tions distinctes j^i, n*i, ..., l"~^j'i. Soit F{y) cette équa- 
tion, on aura F()'i) = o et F{tyi) = o; donc les équations 
F(i') = o et F(tv) = n ont une solution commune, et l'on 
peut dire que 

(10) F(/r) = o, ..., F(in-ir) = o 

ont chacune une solution commune avec F = o, que nous 
supposerons être l'équation (9). Réciproquement, si les équa- 
tions (10) ont chacune une solution commune avec F = o, 
cette équation aura pour solutions ^'1, /yi, t^yt, ...; or, 
pour exprimer que deux équations ont une intégrale com- 
mune (p. 129), il faut une condition; donc enfin, pour 
exprimer que l'équation F = o a une solution commune 
avec chacune des n — 1 équations (10), il faudra écrire 
n — 1 relations entre les coefficients p et leurs dérivées; ces 
relations seront d'ailleurs rationnelles. Ces relations seront 
évidemment invariantes; c'est-à-dire que leurs premiers 
membres seront des invariants; en divisant alors, si cela est 
L. — Traité d'Analyse, V. 12 
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nécessaire, les premiers membres de ces équations par une 
puissance convenable de l'un d'eux, on trouvera n — 2 inva- 
riants absolus. 

Ces n — 2 invariants absolus seront distincts, car la rela- 
tion qui exprime que F(y) a une intégrale commune avec 
F(^'y)est évidemment distincte de celle qui exprime qu'elle 
a une intégrale commune avec V{Uy), 

S'il fallait effectivement appliquer ce procédé à la recherche 
des invariants, il faudrait y renoncer; car les calculs seraient 
d'une longueur rebutante : nous allons indiquer une autre 
méthode encore assez pénible à appliquer, mais plus pra- 
tique, et qui aura en outre l'avantage de bien mettre en évi- 
dence les propriétés des invariants. La méthode précédente 
établit le théorème suivant : 

Pour queute équation différentielle linéaire puisse se 
ramener à une équation du second ordre par un change- 
ment de variable 

dv 

^=o(j'), Y=74;(a?), 

il faut et il suffit que ses invariants soient nuls. 



XXIII. — Équation canonique invariante. 

Je suppose que l'on connaisse un invariant V de l'équation 
différentielle 

effectuons la substitution 

et déterminons cp et ^ de telle sorte que la fonction v, trans- 
formée de V, soit égale à l'unité et que le coefficient pi de 

^_. dans l'équation transformée soit égal à l'unité. Les 
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n — 2 invariants absolus sont des fonctions de />i, /?2, . . ., 
Pn ; donc il existe n — 2 relations entre />< , /?2, . . . , />,i et les 
invariants; si donc on rend/?, égal à zéro et si Ton choisit 
un invariant, c'est-à-dire une fonction des p égale à un, les/? 
seront des fonctions des invariants absolus, c'est-à-dire eux- 
mêmes des invariants absolus. 

Le même raisonnement prouve évidemment que l'on peut 
choisir arbitrairement deux coefficients de l'équation trans- 
formée, pourvu qu'ils ne soient pas pris égaux à des fonctions 
de X qui ne soient pas fonctions des invariants, et l'équation 
transformée aura encore pour coefficients des invariants 
absolus. Mais, si nous avons dit de prendre p^ = o, c'est 
qu'il est facile d'annuler ce coefficient et beaucoup plus 
difficile d'annuler les autres. 

Nous voilà donc en état de calculer tous les invariants 
absolus, pourvu que nous ajons à notre disposition un seul 
invariant. Nous appellerons équation canonique invariante 
l'équation que nous venons d'apprendre à former et dont les 
coefficients sont des invariants absolus. 

Lorsque tous les invariants sont constants, les coefficients 
de l'équation canonique sont constants; donc : 

Lorsque les invariants dhine équation sont constants, 
elle peut se ramener à une équation à coefficients con- 
stants par un changement de variables. 

Soient /?<, p^y ..., />« des quantités rationnellement 
exprimables au moyen de a et |3 : si entre a et ^ il existe 
une relation y(a, P)=o de genre [jl, on dira que les quan- 
tités p forment un ensemble de genre [x [bien entendu, si 
l'on peut choisir a et ^ de manière quey(a, p) = o soit d'un 
genre v différent de [x et si v <[ [jl, on dira que le genre de 

l'ensemble /?i,/?2, • . • est v]. 

Si Ton convient d'appeler équation différentielle de genre 
|x celle dont les coefficients forment un ensemble de genre |x, 
on pourra énoncer le théorème suivant, dû à M. Halphen, 
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ainsi que toutes les considérations précédentes sur les inva- 
riants {Mémoires des Savants étrangers, i884). 

Pour qu^ une équation différentielle linéaire soit réduc- 
tible à une équation de genre jjl, il faut et il suffit que 
ses invariants absolus forment un ensemble de genre [x et, 
en particulier, pour que Con puisse rendre ses coefficients 
rationnels, il faut et il suffit que ses invariants absolus 
soient rationnels. 

Nous ferons une dernière remarque, c'est que tout inva- 
riant d'une équation est aussi un invariant de Téquation au 
multiplicateur ou de l'adjointe : cela résulte de la façon même 
dont se calculent les coefficients de l'adjointe (p. 127). 

XXIV. — Calcul d'un invariant. 

M. Halphen, dans son Mémoire déjà cité et qui a remporté 
le grand prix de Mathématiques, fait connaître un invariant 
de l'équation 

fi" y c/"-'^r n(n~-i) (l'-^y 

cet invariant est 

(1) p\ — 3(/?'2 — 'ip\p\ )-\-'i{pz — SpiPî -H 2/?î ); 

pour le trouver on peut appliquer à une équation du troi- 
sième degré le procédé général indiqué plus haut et on vérifie 
sans peine que cet invariant, considéré comme appartenant à 
une équation quelconque, se trouve multiplié par ['f (^)]^ 
quand on effectue la substitution 

dr 
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EXERCICES ET NOTES. 



I. Intégrer 






:2. fntôgrer 

d" y n d'-^y n( n — \) d"~*y 



• • m 



dx' 1 dx'^-^ i.'2 dx^-^ 

li. J/équalion 

n d\y n(n — i ) d^y d*"y 



■y = o, 



y — - — \- — — . . . _ — = o 

^ I dx- \ .}. dx'* "'* dx-'* 

a pour solution 

r* cosaar , 
^ — dcL\ 

on (lemancle de rabaisser, l-a même expression satisfait aussi à 

l'équation 

d' y n — I dy 

dx^ X dx "^ 

que Ton demande d'inlégrer. 
l. Intégrer les équations 



dh 
dx' 

d- V dy 



dx* ^ ~^ ^ ' 



dx^ dx ^ 



dx^ 



d'»y 
5. Intégrer 



X"* —7-^ y — X. 

dx"^ -^ 



g(,4-X»)-H2/lxg-f-(«'-/l)7=0, 

sachant que -: r est une solution. 

' dx^-^ I -H x^ 
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6. [niégrer 

1 
sachant que —, —- est solution. 



1 2/I-+-I 



7. La dérivée /i*""" de (a'*-hi) *est le produit de (i-i-x-) ^ 
par un polynôme entier P,»; l'équation P„ = o a toutes ses racines 
réelles, le polynôme P» satisfait à une équation différentielle linéaire 
du second ordre à coefficients entiers que l'on demande de former 
et d'intégrer complètement. 

8. Intégrer 
sachant que 



est une solution. 
9. L'équation 



__i 



d^y î dy _ 

dx^ ' 2 l^x 



s'intègre par un changement de variable très simple. 
10. Si y est solution de 



^*7 Ti ^y 



JVd 



r 



ye^ sera solution de 

d^y _ p ^ _ 

dx^ dx y ~ ' 

(Lebesgue.) 

11. Intégrer 

d^y ^ dy __ 

dx^ X dx '^ ~~ 

sinj? 

sachant que ^^ est une solution. 

^ X 

12. Les polynômes Uq, Ui, Uj, ... définis par l'équation 



-r-f-SX 



c» =Uo-^Ui;5-f-U,5«-^... 
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satisfont à l'équation 

d*y dv 

on demande d'intégrer cette équation et de prouver que 

(Lagubrre, Bulletin de la Société mathématique, .1. VII.) 
13. L'équation 



a pour solution 



-, "^ — ax -/- -h aa V — o 
dx^' dx ' " 






• ■ • • 



(Steen.) 



CHAPITRE IV. 

ÉTUDE DE QUELQUES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 



I. — Remarques sur le calcul inverse des intégrales définies. 

Il esl, en général, impossible de trouver une fonction 'fi^c) 
satisfaisant à Téquation 

Ci) /"(x)- j ^{.r, z)oiz)dz, 

/{z) et à{Xy z) désignant des fonctions données et a, b des 
nombres donnés. En effet, s\f{x) devient infini, ^(^) '}(»2^> ^) 
devient lui-même infini, mais l'équation 

•>(^, z)^{z)' oc 

sera satisfaite, en général, pour des valeurs de x et 3 variant 
simultanément d'une manière continue, de sorte que l'inté- 
grale sera infinie pour des valeurs de x formant une suite 
continue^ la fonction /(jc) sera donc infinie pour une suite 
continue de valeurs de x, ce qui n'a pas lieu en général. 
Ainsi l'on ne saurait avoir, quel que soit x, 



. 



X 



— I e^-^(f{z)dz; 



enefl'et, |)ourx-:= o, l'intégrale devant être infinie, il faut que 
tp(w) soit infini entre — i et -f- i , et l'intégrale alors sera tou- 
jours infinie ; elle ne pourra donc en général représenter - • 

Quoi qu'il en soit, si l'équation (i) admet une solution, 
ou, plus généralement, s^ il existe une fonction 9(x, z)^ telle 
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que l'on ait 

''a 

il en existera une infinité d^ autres de la forme 

6(3:', -«)h- TiJ( s, ^)— T / w(Zj x)cizj 

TîT désignant une fonction arbitraire. 

En effet, soit 0(x, z)-h'/^(Xj z) une autre solution (s'il 
n'en existe pas d'autre, y sera nul), on aura 

/{x)— j ^(x, z)dz-.- I -/(Xj z)(iz 

• ti • a 

OU 

M I y(x, z)dz ^o; 



a 



on y satisfait en prenant 

X(^» -) = ^(-» •'')— ^"37^ / "isiz^x^dz; 

• a 

d'ailleurs toute solution de {•!) est de cette forme; car, si 
7(5, x) satisfait à (li), on a identiquement 

yiJO, z)^y{x,z)— '^_-^ j y(x,z)dz. 



II. — Résolution d'un problème. 

Problème I. — Trouver une fonction o„{x)^ telle que Con 
ait 

(i) / ^{x)On{Jr)dx=zo, 

6(j:) désignant un polynôme arbitraire de degré n — i. 
Soient 'fi^*(^)i 'f~'(x), ... les intégrales successives de 
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^n{^)', prises de manière à s^annuler pour j:=:«; on a, en 
intégrant par parties, le premier membre de (i) 

Cette formule ayant lieu, quelle que soit la fonction 9(x) de 
degré /i — i , faisons successivement 8 (a:) = i, j:,x-, ... j:'*"', 
nous aurons 

la fonction (f~"(x) ayant toutes ses dérivées nulles pour j: = a 
ei x = b^ jusqu'à la (n — ly-^c inclusivement, on aura 

'l^ix) étant fini pour xz= a cl x = b, el Ton voit d'ailleurs, 
a posteriori^ que toute expression de la forme précédente 
satisfera à la question. On en conclut 

et, sans nuire à la généralité, on peut aussi poser 

I I rf'* 

Oa(x)= —. , — K^ — aY(^'r — b)^^ix)\\ 



o,i{x) est alors le coejjlcient de t'^ dans le développement 
dz 
dx 

(z — a)(3 — b) 



de *h{z) -^j z désignant la racine de Inéquation 



(2) 3 =^ x -^ t 



b — a 



qui peut se développer par la formule de Lagrange 
(p. 35^, l. III). Cette dernière formule donne en effet 

^(z)dz =J ^{x)dx + t ^ ^-f^ • ^{x)~^. . . 

tn û?n-i V {x — a)f^(x — bY'^{x) '\ 

"^ 1.2.3... /i dx^-^ [ (6 — a)« J "^' • ' 
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et, en différenlianl, 

. , dz , , ^ cl V (x — a){x — b) , , J\ 

H 7T -i — Kx — ay (x — b)'^ 'h(x)\ -I- . . . , 

i.'2.../i i^b — a)'*' dx'^^^ ^ ^ J ^\ n » 

ce qui démontre la proposition énoncée. 

Quand on suppose a = — i , t = -j- i , '\{x) = i , on a 

les fonctions ^p,, Po? ■ • • ^m • - • ) dans ce cas, sont ce que l'on 
appelle les polynômes de Le gendre; Legendre les définissait 
comme étant les coefficients des diverses puissances de t dans 

le développement de(i — itx -{- 1-) ^ suivant les puissances 
de /; en effet, Téquation (2) se réduit dans le cas actuel à 

JF* — I 

Z = X ^ t ) 

1 
d'où Ton tire 

,«. \±\/\-~itx-^t^ 
(3) z = ^ , 

dx ^^^.^tx-^o' 

il faut prendre le signe -f- devant le radical, parce que la 
racine que développe la série de Lagrange doit se réduire à x 
pour ^ = 0, ce qui exige que dans la formule (3) on prenne 
le signe — ; si donc on pose 

= Xo H- iXi -4- . . . -+- /«Xrt H- . . . , 



/i — itx -\- x^ 

on aura 

_ I <f^(g« — 1)« 

2 . 4 • 6 • • • 'i ^ dx'*' 
Cette formule est due à O. Rodrigues. 

Problème II. — Trouver une fonction ^(x) ne possédant 
pas dans Vinlervalle compris entre a: = a et x^^b une 
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infinité de nxaxima et de mininia et donnant lieu à la 
formule 

(i) / x"o(x)dx = 

quel que soit n. 

La fonction 'f (-p), n'ayant pas entre a et b une infinité de 
niaxima et de minima, ne peut non plus avoir une infinité de 
zéros dans cet intervalle, à moins d'être identiquement nulle. 
Soit alors ô(^) un polvnôme entier changeant de signe avec 
cp(j:) : l'intégrale 

r'' 

I ^(x)(^(x)dx 



sera différente de zéro, tous ses éléments étant positifs si cp(x) 
n'estpasidentiquement nul, ce qui est absurde en vertu de (i); 
on doit donc avoir cp( j;) = o dans riiypothèse où nous nous 
plaçons. 

III. — Polynômes de Legendre. 

D'après ce que nous avons vu, on peut définir le polynôme 

\,/ ou \fi(x) de Legendre comme le coefficient de t" dans 

_ i_ 
le développement de (i — '.itx-\-t-) ' ordonné suivant les 

puissances de /, et, à ce point de vue, on a 

(0 ^n = -, / : . > 

27: \/~ I J 



tifi 



l'intégrale étant prise le long d'un cercle décrit de Torigine 
comme centre avec un rayon moindre que un, le point a: 
étant à l'intérieur de ce cercle. On a aussi, comme on a vu, 

(2) \n^ ' ^(.r2-l)' 

^ ^ " «2.4. ..2/i dx'^ ^ ^ 

el, par suite, 
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d'ailleurs, quel que soit le polynôme de degré n — i repré- 
senlé par 6(:r), on a 

(4) / ^{X)\ndx=0, 

Chacune de ces propriétés va nous en fournir une foule 
d'autres. 

Et d'abord, si nous posons 

(5) y ={\ — itx -r- t') - = Xo-h \i^ -f-.. .-h X„/«-^..., 

on voit que, pour x =• \ ^ y ^e réduit à (i — *» donc dans 
ce cas Xq ^^ X| = Xj = . . . = i ; ainsi : 

Quand on suppose ^ = i, la fonction X„ se réduit à 
i* unité: de même, en faisant .r --= — i, on verrait que 

X„---(-i)''. 

_ I 

Si Ton fait x = o, r se réduit à (i + A-) ",dont le dévelop- 
pement est bien connu ^ on en conclut que : 

Pour jr = o, o/i rt X, = X:{ = . . . = Xo/z+i =<s 

_, \ .'].').. .( >. // — I » 

■2 . 4 . t> . . . 'A n 

On a, en posant x = cosy, 

j = (r — rr^-w) ^{\ — e r^-"w) *, 

et Ton voit que y sera dcveloppable par la formule (5); si / 
est moindre que Tunité, on a seulement un module moindre 
que Tunité. Tant que x sera compris entre -f- i et — i , on 
conclut de la formule précédente et de la formule du binôme 

' \ '1 9.. 4 / 



JL 'JL . \ 



x(n--/r-Y^ »-f- -!^ /v-n*^-,-... j 
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et, par suite, 



/«., ( ''^•■• ^^±1 eny^^-^ ''^':-"^-' i e^-«)r^- . . . ] 



1 . 3 ... 2 /i -h I ^— r 1 . 3 ... 2 /i — I I 

e«Y^-»H 

2.4. .. 2/1 -h a 2.4. ..2/1 2 



ou bien 



j' = 14- / cosy -h. . . 



-h 2f'«+'| ' y' ''" ' cQs/zY -I- \y 7 ' \ „ ^cos/i — 2Y-T-... ) , 



I.3...2/l-hl 1.3... 2/2 — I I 

=^= COS /l Y H 7 

2.4...2/I-+-2 2.4... 2/1 2 



donc, en comparant avec (5), 



l .3.5. . . 2/1 -h I 1.3. ..2/2 — I I 



X;,+i = 2 ( -^ r.OS/lY H ; COS/l — 2YH-. . . 

V'2.4.6...2/l4-2 2.4. ..2/1 2 

Celle valeur de X„ est évidemment maxima pour y = o, ou 
pour cosy = i î donc : 

La plus grande valeur que puisse acquérir le poly- 
nôme Xrt entre les limites — 1 e^ -j- i de sa variable est 
égale à un. 

On lire de (5) 

-^ =(l— 2<^H-^») ^{x—t)\ 

OU bien, en multipliant par (i — itx ~\- i-), 

dv -i 

(i — 2far-i-<») -^ =(i— 2/57-+- /*) *{x — l): 

dy -- 

remplaçant^ et ^^ = (1 — 2tx -\- t'^) ^ par leurs développe- 
ments déduits de (5), on a 
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en eOecluant les produits indiqués et en égalant de pari et 
d'autre les coefficients de /'', on a 

(6) (n -i-i)X«+i — (2/1-+- i)Xna7-T- AiXrt_i = o. 

Celte formule prouve que X„ = o a toutes ses racines réelles 
et que les racines de ^n-\ = o séparent celles de X„ = o^ 
toutes ces racines sont différentes et comprises entre — i 

e/ n^-I. 

En eflet, les polynômes Xq, X|, ..., X^ forment une 
suite de Sturm, puisque, X„ s'annulanl en vertu de (6), X^^i 
cl X;i_i sont de signes contraires ; X,,^, et X« ne peuvent s'an- 
nuler en même temps, sansquoironauraitaussiX|,_< =o, . . . , 
Xq = o ; or Xo = I . Enfin, pour X = i , la suite n'a que des 
permanences, puisque X„ = i ; pour x= — i , elle n'a que des 
variations, puisque X,, = ( — i)", donc, etc. c. g. f. d. 

On déduit de (6) 

(in-^\)\n{^)^ = (n-hi)X„^,(x)-i-/iXrt_,(a7), 
(2n-}-i)X;,(^)5 =(/i-r-i)X,44.,(^) -h/iX„-,(5); 

multipliant la première formule par X,,(-3), la seconde par 
X«(x) et retranchant, on a 

(2/1-4-0(5 — a:)Xrt(^)Xrt(;5) 

= (7H-i)[X„+,(;:)X,i(j:)— X„(^)X«4.,(ar)] 
— /i[X«(5)X«_,(ar) — X,i(j7)X;,_i(5)]. 

Faisons successivement x = o, i , a, . . . , /i, et ajoutons les 
formules que Ton en déduit, il viendra 

fXo(^)Xo(>3)-+-3Xi(:c)X,(z)-h...H-(2/i-M)X«(ar)X«(;;;](5 — ^) 
= (/i-hi)[Xa_».i(i;)X,,(:r)— X«(>5)X„4.i(a:)j 

OU enfin 



= Xo(ar)Xo(>5)-f-3Xi(x)Xi(5)H-...-h(2/H-j)Xn(a7)X«(-3). 
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L'équation (6) permet de former les fonctions X,, de proche 
en proche ; on a 



Xo = 1 , 






X, -X, 






1 


r 

- > 
9. 




V 5 3 
'2 


3 




^-M-^* 


3.J , 
'2.4 


r.3 



et les polynômes X,, sont alternativement pairs et impairs, 
ce qui résulte de la simple inspection de la formule (^i), ou 
môme de la formule (îî). 

La formule ('>.) nous montre que 






toutes les fois que Ô(^) est de degré m — i et, par suite, si 
m est différent de /?, 



— 1 



I X,„X„6^.r ==0; 



on peut se demander quelle est la valeur de l'intégrale qui 
entre dans cette formule, quand m = n. On trouve, en appli- 
(|uant la règle de l'intégration par parties, 



/" 



- 1 



dx 



dx^ dx* 



^(— 1)" / (372 - \)n 



_ J dx'^*^ 



1 



dx 



= (— 0*' / (r«— i)«i.'2.3...-2/iorj'; 
en mettant x'^ — 1 sous la forme (.r 4- i)(»r — i), une série 
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(l^jn légation S par parties conduira enfin à 

J_, 2/1-1-1 

On peut arriver autrement à cette formule. Elevons en effet 
au carré les deux membres de la formule (5) et intégrons de 
— I à 4- I, nous aurons, en ayant égard à (8), 

/ — -=/ X§rf^H-...-f-<«« / XJ^^-4-... 

ou bien 

- log-î-i— =...-+-<»«/ X J rfj? H- .-. . 

ou 

en égalant les coefficients de r-*", ou trouve la formule (g). 



IV. — Expression des fonctions Xn sons forme d'intégrales définies. 
Nous avons vu que Ton avait 



(1) 






l'intégrale étant prise le long d'un cercle de rayon R plus 
grand que un. Marquons les deux points critiques 



z = x±: v^ 

OU, en posant x = cosy, 



pour lesquels la fonction placée SOUS le signe / devient infinie. 
Soient / et i' ces deux points; soit aa' une ligne joignant 

L. — Traité d'Analyse, V. i3 
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deux points voisins de i et V, avec ia el i a comme rayons ; 
décrivons de petits cercles p et p' autour de i et i': en dési 



Fig. 26. 



/ 



\ 



• t 



a 

\ 



1/ 



\ 



. 



\ 



/ r 




gnanl par (C), en général, l'intégrale prise le long du con 
lour C, on aura, en supposant modf<^R, 

(circ.R)= -f- ( aa') H- (p') -+-(«'« )-?-(?) 
el, comme (p) et (p') sont nuls et que 



on a 



( aa') = {a'a)f 



X„ = 2(aa') : 2T / — I = 



(aa') 
t: >J — 1 



1" Si ad est une droite, alors il faut intégrer en posant 
z z=z X -\- y \i — I , r/c = sj — i dy^ depuis j' = — v^^ — •^' 
jusqu'à j^' r= -|- y/i — x^^ ct l'on aura 






ZX-^Z^ (^ -^ ^ /_ , )«-^* 



Si l'on fait alors ^ = V * — ^^cos(p, on a 



X/i = - / 7 , 



coso 



,)-. • 
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en changeant z en- dans la formule (i), on a 



„= î^ f f 



X„ = 



IZX -f- z^ 

et; en traitant cette intégrale comme la précédente, on trouve 

X;, = - / rfcp(ar-f- /a;2 — icoscp)". 

Enfin, en prenant pour contour dMntégration aa' l'arc de 
cercle décrit de l'origine comme centre et limité aux points i 

et i'^ on posera z = e^^~^ et Ton aura 






— 2 cos Y e^*^-' -h c'^^-' 
Y ' ' 



ou 






vCT^ov'-i^e 



2C0SY H- e^^-* 



OU 






1 



e 



(/.-^IjOv/- 



rfO 



OU enfin 



v/2(cosO — COSY) 



x„=' 



cos 



'^ / v/u(cosO — cos y) 



V. — Développements en série de fonctions X/i. 



Reprenons la formule (7), (p- '9») 
, . \ (Z,i-».iX/i — X,i^iZ//) 

(I) j "^ ""^^ 

[ = Xo ^0 "^ 3 Xj Zj -^ . . . -7- ( V. /i -^ I ) X/i i^rt 
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si Ton intègre les deux membres de — i à H- i, on a 

('2) / ^ Î-(Z„+,X«— X«+,Z„)C^ = 2. 

Multiplions les deux membres de (i) par la fonction continue 
/{z) et intégrons de — i à -h i , nous aurons 

/ •;: (Z„4.,X«— X«4-tZ„)/(>s)rf-5 

(3) { n 

= V(2/i-+-i)X« / Z„f(z)dz; 
si Ton remplace X„ et Z^ par leurs valeurs (p. igS) 



^^ r cos(/i4 -;) 

Jq ir/2(cosO — ( 

/cosf 
:= 



U-4- ^j>;<^Ti 




COST| — coso) 

le premier membre de (3) prend la forme 

cos(/n- J )0 cos(fi-+- |)t) J 

— ros(/i-i l)r, cos(/i -h 5)0 , f(z) , .^ 7 

-7 — ^- ( ,_ dzd^dr^, 

\'(cos6 — cosy)(cos7j — coso) )^ "^ 

et sous cette forme on voit que, si la fonction y'(5) est de celles 
(|ui ont un nombre limité de maxima et de minima, cette 
intégrale n'a de valeur sensible pour /i = oo que si z est voisin 

de jr, à cause des facteurs à courte période cos(/i 4- 7)0, 

cos( /i H — jTj. On peut donc dans (3) supposer z très voisin 

de X, et resserrer les limites entre œ — s et x -[- £, s désignant 
une quantité très petite et positive; on peut alors faire sortir 

/(z) de dessous le signe / > et l'on est ramené à chercher la 
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limite de 

qui, en vertu de (2), est égale à if[x)\ on a donc, en faisant 
n = 00 dans (3), 



/{x)='-XoJ^ .Z,/iz)dz-^.., 



(4) 

a 



— Xn I Zn/{z)dz-\-.. .. 



On trouve ainsi le développement de /(a:) en série de fonc- 
tions X„ : pour que cette formule ail lieu, il n'est pas néces- 
saire que /{x) soit toujours continue entre les limites — i et 
H- I ; il suffit que ses discontinuités ne soient pas de nature à 
empêcher les intégrations que Ton a été obligé de supposer 
{voir la théorie développée t. III, p. Sg?.). Si, pour z:=Xy 
f{z) a deux valeurs fx et f^, le premier membre de (4) doit 

être remplacé par — — ^• 

Si Ton pose 



-+-1 _ . x,+i 



le second membre de cette équation sera un polynôme Sn{x) 
de degré n, et, parmi tous les polynômes de degré /i, ce sera 
celui qui s'approche le plus de /(x) ou, si l'on veut, pour 
être plus correct, ce sera celui qui rendra 

u=J [/(a;) en(x)Y'djr 

minimum. En effet, tout polynôme B„(cr) peut se développer 
ainsi 

Aq, Al, ... désignant des coefficients constants. Déterminons 
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ces coefficients de telle sorte que 

soit miaimum. Pour cela, difTérentioiis par rapport aux À, et 
soit la caractéristique difTérentielle dans cette hypothèse, 
on aura , 

<iu = z ï [/(a:) — AqXo— . . . — A„Xii](Xo8AoH-. . .-+-X;,oA«)c^. 

Si l'on veut que u soit minimum, ou devra être nul, et par 
suite les coefficients de SAq, SA,, ... devront l'être; rempla- 
çant AqXo-I-. . . + AflX,! par 0„(j;), on aura alors 



/ [fix)-en{00)]\ndx = O, 
• •.•••..•••.« ••» 

/ r/(^) — B„(x)]Xorf-r = o, 



d'où Ton tire, en général, 

r^^ aA/ r^^ 

I ha{3o)\idx OU — . — = I \if{x)dx. 

è 

On en déduit pour A/ le coefficient de X/dans le développe- 
ment de /(x). Cette propriété a été découverte par M. Plarr. 
Une théorie, toute semblable à celle que nous venons de 
donner des polynômes X;,, pourrait être faite pour les poly- 
nômes 

mais, dans les intégrations, aux limites — i et -i- i il faudrait 
substituer a et 6. 
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YI. ~ Intégration par les fonctions de Legendre. 

Nous avons trouvé (p. 18;;), pour l'expression du polv- 
nôme X«, la formule suivante : 

* •2.4. . .1/1 dx"^ ^ ^ 

Posons 

prenons les dérivées logarithmiques des deux membres de 
cette formule; nous aurons 

I ds inx 



z dx x^ — 1 
ou 

(a?* — j) -; inxz =0; 

dx 

en difTérentiant n -h i fois de suite au moyen de la formule 
de Leibnitz, on trouve 

, , ^df^^^z , , rf«+»5 , ^d'^z 

(x* — 1) -z '^(n-hi)'ix —, 4- n(/i -m) —, — 

d'^^^z d'^z 

— inx —, 7 — 2/l(7l-h i) -7 — = o. 

dx'^^^ ^ ' dx^ 

Si l'on observe que -j-^ est égal à X„ à un facteur constant 
près, cette formule deviendra 

^^ ^^^~d^^'^^~dx~^^^'^^^ ''^^' 
en sorte que X,^ est une intégrale particulière de l'équation 

(\) (x^'-ï) -^ -h 2X -^ — n{n -h i)y = o. 

Voilà donc un type d'équations linéaires du second ordre, que 
l'on sait intégrer complètement au moyen de quadratures 
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quand n est entier. La formule 

2.4- -.'2/1 dx'^ 
peut se mettre sous la forme 

l'intégrale étant prise le long d'un cercle décrit autour du 
point X comme centre. Vérifions que la valeur de X,, mise 
sous cette forme (2) satisfait encore à (1); de (2) on tire 

flftX„ _ _i_ I r {z^ — \)n {n-^\){n -f- 3t) ,^. 

portant ces valeurs dans (1), le premier membre se réduit à 



2" 1T.\/—lJ (- 



X [(n -m)(/i -h 2)(ar' — i) -^ix{n -^\)(z — x) — n{n -\- \){z — xY]. 

Si Ton remplace x^ — i par z'^ — i -h 2 5(:r — z)-\'{x — z)- 
et X par x — 5 + 5, cette formule se réduit, à un facteur con- 
stant près, à 

J dz L(^ — 37 )«-»-« J 

c'est-à-dire à zéro. L'équation (i), ainsi qu'on devait s'y 
attendre, se trouve vérifiée par l'expression (2); mais la 
marche que nous venons de suivre pour le constater montre 
que l'intégrale 



2V_i 



" (^'-'^'^ dx 



(- -^) 



«-Hl 



y satisfait aussi, les calculs restant les mêmes, de sorte que 
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celle dernière înlégrale est aussi une solution de (i). Elle 
peut d'ailleurs se mettre sous la forme 



.4...2/iJ_, dx^ [^ Z — X J 



ou bien, en intégrant par parties, 



I r^' d^ , . dz 

2.4...2Aij_j dz'^ ^ ' Z — X 

OU enfin 
Nous poserons 



CLZ. 



(3) 



* \n{z)dz 



'lj_^ z—x 



en sorte que la solution la plus générale de (i) pourra se 
mettre sous la forme 

AX«H-BS«, 

Â et B désignant des constantes arbitraires. 
Reprenons la formule (p. 191 ) 

(4) (2n-T-i)a7X„— (/n-i)X„-,_, — /iX„_i = o; 

divisons par 2(3 — x)^ après y avoir changé j? en -s et inté- 
grons de — I à + I : nous aurons 



1^ J z — X 



H-i)S„+,— /iS„_, = 0; 



en remplaçant z par z — x -\- x ^X. en observant que 



1 TLiidz = o, 



-1 

on aura 

(2/i-M)S;,a7 — (7i-M)S«H_i— /iE«_i = o, 

et S„ satisfait à la même équation f 4) que X,,. 
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Or il est facile de voir que l'intégrale 



\x -v- s/x^ — I 



( a: -H /^* — I cos ho/ 



satisfait, comme 






(ir -+- /a7=' — 1 cos«p/*"^* 



à Téquation (4); en effet, on a ridentilé 
d \Jx^ — I sinho 



>«-^■l 



^? (a^-h/jT* — icosho)' 

cosh©i/a:* — I sin*ho(a:' — 1) 

"" (a7-t-v/a:* — icosho)"^* (a: -h v^-^* — i cosh cp)""^" 



ou 



6^ V^a?* — I sin h ^ a* 



\n-t-i 



{x -+- \Jx'^ — I COS 11 o) 

n 

{x -+- yjx'^ — I cos h o j" 

et, si l'on intègre de o à c», on a 

o = (2n-M)X;,a7 — (n-T-i)X'„+i — nX;,_,. 

La fonction X^^ satisfait donc bien à la même équation (4) 
que S,, et si Ton constate que X'^, = Sq, X', = S,, on aura 
X'„ r= S^ ; or 

I / d" / 1 ■ X 

'^°~"2j_j z — x~' ^\ i-f-a?* 

„ \ r zdz . , /i — a? 

ij z — x ^y I -4- X 



ÉTUDE DE QUELQUES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 203 

On a ensuite 

x'„ = f — -i — = logi/i^, 

Jq X -h s/x'^ — 1 cos h cp \ \->r X 



donc enfin X',^ = H„. On prouve de même que 






*^ (a* — /ar* — i cosho)'*û?o. 



VII. — Développement suivant les X» et les ^n- 

Les fonctions X,| de Legendrc et les fonctions conjuguées 
S;, ont été appelées fonctions sphériques (^Kugelfunctio- 
nen) par les géomètres allemands, pour une raison que l'on 
fera connaître plus loin; les X„ sont alors les fonctions sphé- 
riques de première espèce, les E^ sont les fonctions sphé- 
riques de seconde espèce. 

Les fonctions sjnectiques sontdéveloppables, comme nous 
allons voir, suivant des termes multiples des fonctions sphé- 
riques; nous allons d'abord nous occuper du développement 

de > dont nous déduirons tous les autres. 

X — t 

Nous partirons de la formule établie (p. 191) 

(i) ^ (Xrt^-JZ„ — Z;,+j X„) = XoZo-^3XlZ, -^. . .-î-(2/i-f- i)X,jZ,4, 

et où Z/i désigne, pour abréger, X,^(3). Multiplions les deux 

membres par — -r dz et intégrons de — i à 4- 1 . Si nous 

posons 0„ = Srt(^), nous aurons 

( =:eoXoH-3e,X,-i-...4-(2n-M)e;,X«; 
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or 

la première intégrale qui figure dans le second membre de 
celle formule se réduit à 

_ Xo / Zo^-s --. . .-i-(a/i -hi)Xn / Zrtû^z , 
c'est-à-dire à : la formule (2) devient alors 

n-^ i f^^ dz I /v -7 -7 V \ . ' 

= 60X0 4- 3e,Xi-+-. . .—(2/1 -h i)e„x,i. 

On en conclut que Ton aura 

(3) _L_^ = eoXo-i-3e,x,-^...-f-(2/i-M)e«x«-^..., 

quand on pourra poser 

lim(/i + 1)1 dz =0 (/i = x); 

remplaçons dans celle formule Tinlégrale de — ^ par sa 
valeur; elle deviendra 

lim(/i -4- I )(X„+ie„ — e„+,x„) = o 

ou, en vertu des formules (5), (p. ig/\ et 196) 

A désignant un facteur indépendant de n. Celle formule aura 

lieu si l'on a 

, , x-^ Jx^ — icos© , 
mod ( -^^ -i. I < , 



1 
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OU 

mocl(37-f- v/^' — I cosç))< inod(/ -f- \/t* — i cosho). 
Pour savoir quand cette formule sera satisfaite, remplaçons 

X par - {u-\ j et ^ par - Iv -\ — j ; nous transformerons 

cette formule en 

(4) mod M H h cos^( w ) *^ ^^^ \^ '^ ^ coshv|;f p M 

Remplaçons le premier membre par sa valeur maxima^ le 
second par sa valeur minima; en désignant par [x le module 
de w, par v celui de i^, par a l'argument de u et par p celui 
de p, les modules des deux membres de la formule précédente 
seront respectivement 

M [X H j (cos'a ■+- sin*acos*<p) 

-r-l]x j (cos^acos^o -+- sin*a)-^- iy |jl* ^ lcos<p , 

( V -h - ) ( cos* p H- sin* P cos' h^ ) 

1. 
( V j (cos*p cos*ln}/ H- sin*p;-+- ql( v* ^ jcosh^}/ 

La valeur maxima du premier module, la valeur minima du 
second sont respectivement 

[(,-+- ^)-(!-~)] ou .^ 

si donc [JL <[v, la formule (n) sera satisfaite, et la formule (i) 
aura lieu. 

Interprétons celte condition jjl <^v. Quand on se donne jjl, 

jc varie sur une ellipse d'axes [l -\ et [x ou jx, 

ayant pour foyers les points — i et + i ; quand on se donne v, 

l varie le long d'une ellipse d'axes v H — et v — 



1 

ou - — v; 

V V 
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si donc on se donne v>-R, le point t restera à Textérieur 
d'une ellipse d'axes R 4- d ^^I^ — jt» siR> i, et à l'intérieur 

d'une ellipse d'axes R + ^ et ^ — R, si R <C i • 
Supposons maintenant que l'on ait posé 



1 r 

X =^ u-\ — » t — V -^ — 

Il V 



et que Ton ait 

modp>modM ou v > p., 



on aura 



X 



-_-— =Xo6o -H 3Xi Bi-. . .-r-(2/i-h i)X;,6^ H-. . . : 

multiplions p»rf{x)dx et intégrons le long de l'ellipse ayant 

pour axes u H — et jx ou jx. Si le point t est à Tinté- 

'^ * [JL ' a jx • *^ 

rieur de celte ellipse et si à l'intérieur de celte ellipse y*(^) 
reste fini, monodrome et monogène, on aura 

'àt: y/ — '/(0= ^0 / \of{x)dx-^...-r-{'xn -h i)B« 1 Xn/{x)dx --. .., 

et f(t) sera développable en une série de fonctions 0; au 
contraire, multiplions par y(f)rf/, en laissant v constant, ce 
qui revient à faire varier le point t sur une certaine ellipse. Si 
le point X reste intérieur à cette ellipse et siy(a:) reste finie, 
monodrome et monogène dans cette ellipse, on aura 

271 V^^/(iP)= \i) I ^of{t)dt- ...-f-(2/? -^i;\,* I ^nf{t)dl-^. .., 

ella fonction/sera développable en une série de fonctions X,/. 
( Pour plus de détails voir Hei^e, Ilandhuch der Kugelfunc- 
tionen.) 

VIII. — Formule de quadrature de Gauss. 

Supposons que l'on veuille .évaluer une intégrale qui ait 
pour limites — i et + i. Cetle restriction n'est pas nécessaire 
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en théorie, mais elle Test en pratique, comme on le verra tout 
à rheure. D'ailleurs il est toujours facile, au moyen d'un 
changement de variable, de remplacer une intégrale qui a 
pour limites a et 6 par une autre qui ait pour limites — i et 
I ; il suffit, si la variable est x^ de poser 



a -\- b a — b 



X = / 



y 



t désignant la nouvelle variable. 
Considérons donc l'intégrale 



i: 



-Kl 



oient «07 ^«j • -7 cin-\j ^ valeurs de x comprises entre 
— 1 et H- I : nous pouvons supposer que ces n valeurs soient 
précisément les racines de l'équation X,i = o, X„ désignant 
le polynôme de Legendre dont il a été question taut à l'heure. 
Soit maintenant /(j:) un polynôme de degré 2/i — i égal 
à ^{x) pour j: = «o? ^ = «o . . . , x = On-i et pour n autres 
valeurs de x que nous laissons indéterminées. Substituons au 
calcul de l'intégrale proposée celui de l'intégrale 



/ f{x)dx\ 
-i 



à cet effet, divisons f{x) par X„, soient Q le quotient de degré 
n — I cl 11 le reste aussi de degré n — i ; comme 

on aura 

^-4-1 /'"*■* /*"*"* 

/ /{x)dx= QX,,dx-{- P.dx, 

J.~i J—\ J-i 

el, comme / QH^dx est nul (p. 189), on aura 



I f{x)dx = / ^dx. 
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Or R est déterminé par n valeurs a^, «<, . . . , «„_i de x et 
par les valeurs correspondantes 

R(«o)=/(«o), ..., R(a,,_i) = /(a„_i), 
et Ton a 

R(x) = 2,./^'^-) x-(a,-)(^-a,) 
et, par suite, 

ou même 

(I) C Ax)dx=r y ^{at) ^^,—^^4^ -dx. 

Telle est la valeur exacte de i f{x)dx^ qui est la valeur appro- 
chée de I (f{x)dx. 

On voit que cette valeur est de la forme 

Ao©(ao)-f- Aio(ai)-f-. . .-h A„_i ©(«,!_,), 

Ao, Al, ..., A,,_| désignant des quantités que Ton peut 
calculer une fois pour toutes. On comprend maintenant 
pourquoi on a choisi les limites -t- i et — i de l'intégrale 
que l'on avait à évaluer. 

L'avantage de la méthode de Gauss est de fournir la même 
approximation que la méthode de Cotes, en calculant seule- 
ment n valeurs de f (jr), tandis que la méthode de Cotes exi- 
gerait que Ton en calculât a/i — i . 



IX. — Nouvelle manière d'exposer la méthode de Gansa. 
Considérons la fonction -,^ ^ r et décomposons-la en 

■\fl\X I) 

éléments simples, X,| désignant toujours le polynôme de 
Legendre ; appelons ^o, «i , . . . , ctn-i les racines de X^ = o ; 
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nous aurons (p. 8, t. III) 

I _ I I I I ^ fi? [ I il 

(x* — ijXJ^aar — I aar-hi ^ rfa/L6(a/)(a/ — i) x — a/J' 

6(a;) représentant r ^^-^' par suite 6(a) = liJ^(a). Quand 

{^X Cli) 

on effectue les calculs, les termes en , , . • . dîs- 

X — ctQ X -^ ai 

paraissent en vertu de Téquation (i) (p. 199) à laquelle satis- 
fait X/i, et Ton a 

i _ I / 1 I \ ^ I I 

(a?« — i)XJ ~ âVar — I ~ x-^i) '^ 2d ^(ai){af — 1) (ar — a/)»' 
formule que l'on peut écrire 

X^(i — a;») "^ 2\x-hi~~ x — i) '^2d X;* (a/)(i — af ){x — at)^ ' 
Intégrons les deux membres par rapport à ^, en observant que 

J, \a7-Hi X^lJ ^X — l J_, x — z 

et nous aurons 

r' dx _ I r^^ dz y I 

multiplions par ç(^) et prenons les résidus intégraux des 
deux membres, c'est-à-dire relativement à un cercle de rayon 
plus grand que un décrit de l'origine comme centre. En sup- 
posant ^{x) fini dans ce cercle, nous aurons 

on a donc approximativement 

et l'erreur est le résidu 

L. — Traité d'Analyse, V. i4 



1 
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[ Fo^rHERMiTE, Cours d^ Analyse de V École Polytechnique , 
p. 443 et suivantes. — Christoffel, Ueber die Gaussche 
Quadratur (Grelle, t. S5). — M.EHi.Eii, Bemerkungen zur 
Théorie der mecanischen Quadraturen (CiiELi^E, t. 63). — 
Gauss a fait connaître sa méthode en 181 5 dans les Gommen- 
taires de la Société Royale de Giittingue.] 

X. — Généralisation des polynômes X,i . 
Posons 

CL, p, . . . , A désignant des constantes supérieures à — 1 et 
a, bj . . ,, l des constantes quelconques, n un exposant réel; 
posons, en outre, 

e(z) = {z — a )«-»-i (z — 6)3+1 ,,,(z — ir)«-^» ; 

on pourra écrire 

e'(>s) = 0(;5)[(a 4- i)(>5— 6). . . (5 — a:-) 4-. . .-h ( /i 4-i)(^ — a). . .]; 

a quantité entre crochets peut se mettre sous la forme 

F{x)-^{z — x)¥i{x)-\-...^{z — x)V-F^(x), 

F, F< , ... désignant des polynômes entiers et [x désignant le 
nombre des constantes a, 6, ...,/; et Ton aura 

e'(z)==b{z)[¥{x)-¥{z — x)Fi{x)-h...-h(z — x)V-¥^{x)]. 
Posons encore 

(-_a)a...(;;-/)X=/(5), 

et nous aurons 

e'(^) = F(x)fiz){z — x)^ 4- Fi(x)f{z){ z — ar)«-^-» -h. . . ; 

intégrons les deux membres entre deux limites qui soient deux 
des quantités a^ b, ..,y l] nous aurons 

(i) o = F{x)f/(z){z—x)ndz-^¥t{x)f/(z){z-x)'*-^^dz'^.,,, 
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Or, si Ton fait 



on a. 



^=(n-h[^){n^l^-i),,.{n-^i)Jf(z)(z^xYdz(^i)V, 
et, par suite, (i) devient 

o = ' F(x) ^ 

(n -hi). . .(n -+- |jl) dxV- 

F.(.) ''''-''' • 



(/H-a).. .(n -h fji) ^ ^ dxV--^ 

Cette équation difTérentieUe a alors pour intégrales les quan- 
tités 

(a) r/{z){z — x)»-^\»-dz, 

dans lesquelles les limites sont deux des quantités a, 6, . . . , /; 
si n est entier, on aura encore une intégrale en prenant Tune 
des expressions (2), mais en intégrant le long d'un contour 
fermé contenant le point x; cette intégrale ne sera, bien 
entendu, intéressante, que si n est négatif : elle se réduira 
alors à une dérivée de la fonction f{z). 

XI. — Remarques sur les fonctions trigonométriques. 



Si l'on se propose de trouver un polynôme Ç« (^) de degré 
/i, tel que l'on ait 

/i — X* 



j 6(ar)ç„(:r)-7== =0, 



pour tout polynôme 8 (x) de degré n — i,on trouve (p. i86) 
que f/ï(^) est de la forme 



1 
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^(sc) désignant une certaine fonction de x, et, pour que ff,, 
soit un polynôme, il faut qu'à un facteur constant près on ait 

fin n—~ 

cprt est, à un facteur constant près, le polynôme cos/i arc cos x 
et il satisfait à Téquation difTérentielle 

qui a pour intégrale générale 

A cos/i arccosar-h B sin/i arcsin^, 

A et B désignant deux constantes. On constate que Texpres- 
sion 

satisfait aussiàTéquation (i) et l'on en conclut cette formule 
de Jacobi 

(_,)n^ fJn-\ n-[ 

— T— 7 7 -; 7(1— rr') = sinnarccoso:. 

1 . 3 . 5 . . . ( 2 /i — I) dx'^-^ 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ces assertions. 



XII. — Polynômes de M. Hermite. 

Proposons-nous maintenant de trouver une fonction cp(.r) 
donnant lieu aux égalités 



/ çp(a:)rf./- =0, 
/ ^(x)x dx =0, 



r "^^""^ 



a?"-* djL' = o. 
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En se laissant guider par le fil des analogies, on prendra 

la fonction e~'' s'annulant pour a: = zhtx) ua nombre de fois 
infini. La fonction ^{x) ainsi définie est le produit de e~' 
par un pol^^nôme entier de degré n dont les propriétés ont 
été étudiées par M. Hermite; on a, en effet. 



dx 

dx^ 
d^ «— •* • 



= 4r*c-*-' — 2«--*-' = (4a7« — 2)e-'*, 



et il est évident qu^en général on pourra poser j^ = e"*' et 

dxr^ *^"^ » 
P;, désignant un polynôme entier en x du degré n, Ov on a 

et, par suite, 

et, en difTérentiant n -h i fois, 

(i) -j -z -^ -j — ^ ix-\-in-\-i)i—r^ =0 

^ ' dx'^-^^ dx'^^^ ^ ' dx^ 

OU, divisant par 6~'', 

P«+i -i- 2arP„+i -4- 2(/l + i)P„ = o, 

équation qui servira à former les polynômes P de proche en 
proche. Le théorème de Sturm est immédiatement applicable 
et montre que P;, = o a toutes ses racines réelles; la for- 
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maie (i) peut encore s'écrire 

y désignant ^^^ = r«e""' et, par suite, on a 



ou bien 



Les équations (2) et 

pourront donc être intégrées complètement quand n sera un 
nombre entier. 

L'équation (3) peut s'écrire 

elle est ainsi mise sous la forme canonique et l'on en conclut 
(p. 173) cette propriété des fonctions P« 



/: 



PmP«C-''^ = 0, 



pour les valeurs de m différentes de n, ou 



/ 



e* — î 1 or = o. 



D'ailleurs on a aussi, en intégrant par parties, 

d'^e 



J P^Pne-''da:=J P,„ 



dx^^ 



dx 
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si m < n^ ce résultat est nul ; mais, si m = /i, il est égal à 
f^^^^e-''dx; or^Ç^ = d=i.2.3.../n.2'», donc 

*^ — «e 

y» + « 

/ PJ,c-''ûte = ±i.2.3.../n. 2'»/îc (p. ï36, t. III). 

Nous ferons remarquer, en terminant cet aperçu, que l'inté- 
grale 



est une autre solution de Téquation (3), en sorte que 

AP„-t-BQ;» = o 

est l'intégrale générale de cette équation. 

Si l'on pose 

d"-x"e-^ 

on aura 



pour toutes les valeurs du polynôme O(^) de degré inférieur 
à /i, on aura d'ailleurs 

I I.'2 

d^^n / V dKn T% 

f R^R„e-'dj: = o, / RJc-^cte = [r(/n-i)]*. 

•^'o 



XIII. — Fonctions de Bessel et de Fourier. 
Posons 

An — 1 "T" ; " -+• , . > r "T" • . • 

, . . I.(/l + l) l.'Ji.(/H-l)(/H- 'l) 



i.a.3.. ./?(/n-i)(n-h2)...(/i-+-/?) 



■ • • « 
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nous aurons 

. -5- a?» A„ = nx^-^ H 1 h . . . 

ax 1 i,i(nH-i) 

et, par suite, 

d ï cl . X x^ 

dx x^-^ dx " i.(n-hi) ' I .^(n -i-i)(n -+- 2) 

Il en résulte 

d \ d , . 

-= r -7- x"An = An, 

équation qui peut s^écrire 

/ X d^^n , X dKn A 

Si l'on change a: en — j on voit que, en posant 

(3) B„=I-h— ^ ; --+- 



2.(2n-h2) 2.4(2/1-+- 2)(2n -h 4) 

on a 

rf*B„ 2n-+-i rfB„ 

La fonction B^ est ce que l'on appelle \^ fonction de Fourier 
ou de Bessel. Elle a été considérée, pour la première fois, par 
Fourier ( Théorie de la Chaleur, Chap. VI) ; on la rencontre 
dans diverses questions d'Astronomie et de Physique. Si l'on 
fait 2/1 -t- I = m et si l'on pose 

^ a:* x^ 

G», = I -h —, ■ r -f- 



'"" 2(/7i-hi) 2.4(/n-+-i)(/n-t-3) '*'* 
on aura 



d^Qm f^ dCfft 

"d^ "^ ;ï" "5ï" "" ^"' 



H ; ti,„ = O 
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le changement de a: en j: ^ — i montre que la valeur de la 
série 

(5) D„ = i-— ^— + 



a(/yn-i; a.4(/»-Hi)('w-+- 3) 
satisfait à 
rr\ ^«D,n m dD,„ , ^ 

Revenons à la fonction A// : on a 



e'2 = iH 1 h . . . , 

I I.'2 

e- — I . . . ; ; I .a.3. . . /i — 

Z ^''-l 1.2. . . (/l — l)J J?" 

X x^ 

= I-h . r -4- 



s(n-f-i) ^*(n-+-i)(n-f-2) 

Multiplions ces deux équations membre à membre, divisons 
par z et prenons les résidus relatifs au point o : nous aurons 



I i.2.3...n = n ^ --+-...= Art(a:*); 



donc ^ — - est le coefficient de 5" dans le développement 

de e ^ ^^ suivant les puissances entières de z ou, ce qui 
revient au même, — ; — ^^— est le coefficient de 5" dans le 

développement de e*^ ^\ En résumé, les fonctions A, B, 
C, D sont liées entre elles par les relations 

1 
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et Ton a 



X 



dx^ 



-^('^-^'> l^-"^« =^' 









a?— ï-?^-f-/n — r^-4-J7D»=0. 



Ces équations pouvant se transformer facilement les unes dans 
les autres, nous nous bornerons à étudier la dernière à laquelle 
satisfait la fonction D^* Écrivons-la ainsi : 

d>Y m. dy 

En vertu des théories de M. Fuchs, le seul point critique à 
distance finie est le point o : Téquation fondamentale déter- 
minante est 

a(a — i)-t- am =o 

ou 

a'-t-(m — i)a = o; 

ses racines sont a=o, a = — (m — i);ilya donc une inté- 
grale monodrome et une seconde intégrale monodrome si m 
est entier. La première intégrale est la fonction D^ • pour 
calculer l'autre, nous poserons 

-^ = — ar-'«[(m — i)-j- ai(/n — a)iP-t- aj(m — 3)a;*H-.. .], 

d^y 

-^ = ar-('«+»^[(m — i)m -h ai(m ~ 2)(/n — i)ar -<-. . .], 

et, portant ces valeurs dans (i), nous égalerons à zéro les 
diverses puissances de x ; nous aurons ainsi les a et par suite 

L 2. (m — 3) '2.4<(/n — 3)(/n — 5) J 
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les deux intégrales distinctes de (i) ont donc le point à rinfîni 
pour point singulier essentiel; elles ne sauraient donc être 
racines d'équations algébriques. La fonction D^ peut s'expri- 
mer au moyen d'intégrales définies. En effet, on a 



'0 

1.3.5... (2 1 — i) ^^ 



i 

(m -f- 2)(m -H 4) . . . (m 4- '2 1) J. 



ainsi qu'on le vérifie bien facilement par l'intégration par 
parties ; on en conclut, en changeant m en m — i , 



cos*'^ sin'»-*^ dz 

1.2.5. .. (2 1 — 1) 



X 

-: / S>\ïi"^-^zdz 



(/n-t-i)(m-+-3)...(m-h2 



et, par suite, 

Jf to%'^^ z %m'^-^ z dz 




(mH-i)(m-4-3) . . . {m-\-'xi — 1} 

I 



.3.5. ..(21— i) / ûvL^-^zdz 



Si l'on porte cette valeur dans la formule 



^ x^ x^ 

D,„ = I : — T -+- 



2(/n-M) 2.4.(/?n- i)(/n-+- 3) 
on trouve 

cos'^^ X sm"^-^ z dz 

'"■^^~ 1.2.3. ..2t r'^ 

j sm"^-^zdz 

ou bien 



f sm"^-^zdz= I GOi{xco%z)%\n'^-^zdz\ 
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donc 

(2) / cos{xcosz)sin'^'-^ zdz, 

ne différant de D^ que par le facteur constant 



est une intégrale de l'équation (i). Celte équation peut donc 
être intégrée au moyen d'intégrales définies. On peut poser 

cos-5 = m; 
la formule (2) devient alors, au signe près et au facteur 2 près, 






m-î 



cosu:r(i — w*) ' dUf 



en sorte que, si Ton pose 



(3) 



Vp= / cos ux (i — u'^)P-^ du j 



Vp sera une intégrale particulière de 

Les fonctions V^ sont exprimables en termes finis quand p 
est entier. En eflel, l'intégration par parties, appliquée à la 
formule (3), donne 



Vp=y -__(,_aî)p-lM(2y,-2) 



da 



et, en répétant cette opération. 



^2 (1 - u^)P'-^{2p — 2)du, 
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ce que l'on peut écrire 

Vp = Vp-, — ^;^ -h Vp,, 

(2/? — 2)(2/?--4) 

OU 

X« Vp = Vp-,(2/? — 2)(2/? — 3)— Vp-,(2/? — 2)(2/? — 4). 

Les fonctions V sont, comme Ton voit, des fonctions de 
Sturm ; d'ailleurs on a 



Vj = / cosaa?{i — u'^)du= — 



Vï = / cos aaraa= > 



T — 2a?cosr 



ce qui permet de calculer V;, de proche en proche, et l'on 
voit que l'équation (4), et par suite (i), ont pour m pair une 
intégrale exprimable en termes finis. L'autre le sera alors au 
moyen de quadratures. On peut donner une autre forme aux 
fonctions Vy, ; si en eflet, dans la formule (3), on fait ux = v, 
on a 



V. 



= / cosi;(:r* — v^)P~^ 



et, en intégrant par parties, 



X'P~ J^ 



Posant Un = — » on a 



Uy, — / %\nv{x'^-'V^)P-^ivdv\ 



faisant ensuite (>-=;/, on a 



Ujy = / sin /a(ar* — u)P-^du\ 
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on a donc (p. i38, t. III) 

^ = / / . . . sinv/a72rfar'û2â?*.. ., 

1.2.3. ..(/>--2^ J^ J^ 

le nombre des intégrations étant/? — i ; donc 

U8=4 / ^ I xsinxdx^, 

%/Q «/q 



d^ailleurs U| = slno:. 

On a donc ainsi un nouveau moyen de calculer sous forme 
finie l'intégrale de Téquation (i). Ces remarques sont de 
M. Hermite. (Consulter les Ouvrages de M. Neumann, 1867, 
Lomel, 1868, Sur les fonctions de Bessel et de Fourier, 
un Mémoire de M. Heine, Journal de Crelle, t. 60; la 
Thèse de M. Nicolas, 1882, insérée dans les Annales de 
l'Ecole Normale,) 

XIV. — Équation de Riccati. 
On appelle ainsi Téquation (p. 62) 



(i) -r- -i-xCiy^ = bx^ ou a -j- -h a^y^ = abx"^. 

dx \ dx '^ 



I 

y Elle s'intègre,' comme nous allons voir, à l'aide des transcen- 

\ dantes de Besséïl. Si, en effet, on pose u = e^<^xdx qu 






on trouve 



(2) • ___Aar'«u = o: 



\ 

\ 
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telle est la transformée obtenue par Euler. Posons 

nous aurons 

»* . ^d^u p(p — i) ^ du . 
k^ at* k dt 



posant alors m = 2/? — 2,/? = , on a, en divisant par j:'", 

p' d'^u p(p — 1) du 

/t* é//» it dt 

Observant que x~p = 7-, p = > il vient 

^ kt '^ 2 

d^u m i du k*\ 

-7—- -\ -z — M = o ; 

dt* m-^'i t dt p* ' 

on fera alors — r- = 7-^ rr = di i , et l'on sera ramené à 

Tune des équations 

d^u m \ du , 

— __ _j . ± M = o, 

dt* m-hT, t dt 

qui définissent les fonctions de Bessel ou de Fourier. Donc, 

toutes les fois que sera un nombre pair, on pourra 

intégrer par les fonctions algébriques et trîgonométriques 
l'équation de Riccati. Si l'on pose 

"' =±aK, 



711-4- '1 

on en tire 



iK ±4K 

1 — 2 K i qp 2 K 

telle est la forme que doit affecter m pour que l'on puisse 
intégrer en termes finis. 
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Quand on connaîtra m, on aura y par la formule 

1 du I d , 
•^ a aaa: a dx ^ 

formule qui ne renferme plus qu'une seule constante arbi- 
traire. D'ailleurs l'équation de Riccati est une de celles que 
l'on sait intégrer quand on en connaît une solution (p. 62). 

On ramène à l'équation de Riccati et par suite on intègre 
au moyen des fonctions de Bessel : 

I** L'équation 

_Z __ by-x" — aar*" = o ; 
ax 

en posant z = > elle devient alors 



dy , . , . n— m 

dz ^ ' -^ ^ /i -h I 

2" M. Fouret a trouvé que l'équation 

(A) {\\'>r\^){xdy —ydx) — ^dy -^^dx =-0^ 

où H est homogène de degré/? — 2 et L, M, N homogènes de 

degré /?, se ramène à l'équation de Riccati en changeant x 

t ^ \ , cosÔ ^ sin6 
en - et V en -, ou encore en chanffeant^ en et y en • 

Quand H == o, l'équation (A) devient linéaire par une 
transformation de coordonnées rectilignes en coordonnées 
polaires. 

XV. — Étude des fonctions de Gauss. 

L'intégration de l'équation très générale, où A, B, . . . 
sont des constantes, 

(1) {Xx^-^Bx -H G) ^ -+-(Da7-+- E) ^ + Yy =0, 

se ramène à l'étude d'une série remarquable dont les princi- 
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pales propriétés ont été signalées par Gauss; nous allons 
nous y arrêter quelques instants. 

Au moyen d^une substitution linéaire x =^ az -\- b, on 
transforme cette équation en 

-h(M'^-f-N') ^ -4- P> = 0, 

M', N', F désignant de nouvelles constantes. Or, si l'on 
choisit a et 6 de telle sorte que 

A6«-f-B6-hG =0, Aa»= -(aAa^H-aB), 

sans prendre a = o, et si Ton remet a: à la place de Zy l'équa- 
tion proposée prendra la forme 

M, N, P désignant encore des constantes d'ailleurs quel- 
conques, comme A, B, C, D, E, F. 

Cette équation a pour points singuliers possibles les points 
o, 1 et 00 : Téquation fondamentale déterminante est, pour le 

point o, 

a(a — i)-h Nac = o 

et pour le point i, 

a(a--i)-h(M -h N)a -o; 

nous pourronsdoncdévelopper, suivant les puissances entières 
et positives de x, une intégrale de Téquation (2); le rayon de 
convergence sera au moins égal à un. Pour qu*il y ait une 
autre intégrale monodrome autour de Torigine, il faut que N 
soit un nombre entier : celte intégrale sera aussi monodrome 
autour du point i , si M est entier. 

Cherchons l'intégrale monodrome autour de l'origine; à 
L. — Traité d'Analyse, V. i5 
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cet effet, posons 

-T^ = i.2aj-h 2. 3aix -{-,,, -\- n{n — i)anX'^~*-\-, . .; 

portons ensuite ces valeurs dans IMquation (2); nous devrons 
avoir Tidentité 

[i.aaj-i- 2.3^337-4- 3.4a*ip' 

H-...-h(/i — i)narta:«-'...](a?' — x) 

-h (ai H- aat^-t-.^-H- nana:»-*-!-. . . )(Mj?-+- N) 

-f-(ao-»-aia:-H. . .-+-aaX")P =0. 

En égalant à o le coefficient de x", on a 

a^P -4- nanM H-(/n- i)art+iN -4- n(n'-i)an — n(n -hi)an^i = ii 

ou 

_ P-4- M/i-4- n(/i — i) _ /i«-+- n(M — i)-^ P 
'''*-^* "" "*" n(/n-i) — (n-M)N ~ '*'* n« — (N — i;/i — N' 

ao est d'ailleurs arbitraire. L'équation précédente peut 
s'écrire 

««^» = «« — ;rr^^ — ' 

en posant 

M — i = a4-p, P = a?, N = — Y- 

Si l'on fait alors ao = o, on voit que la valeur de la série 

F(a, B,Y,a7) = n i-x-h-^ / . g«H-... 

/,x, i-T i.2.y(y-M) 

i.a.3...nY(Y^-0---(T"+"'* — 
est une intégrale de l'équation 
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La série (3) a reçu le nom de série hy per géométrique ; 
elle jouit de propriétés curieuses que nous allons étudier. 
Mais d'abord, pour en Gnir avec Téquation (4), nous ferons 
observer que, si F (a, p, y, x) est une solution, 

ari-Y F(i -4- a — Y, i -+- P — Y, 2 — y, ^) 

est une autre solution, ainsi qu'on peut le vérifier en posant 
y = x^z^ et en développant en série l'intégrale de l'équation 
en z. L'intégrale de (i) la plus générale est donc exprimable 
au moyen de deux séries. 

La valeur de la série hypergéométrique (3) peut être mise 
sous la forme d'une intégrale définie dans un grand nombre 
de cas, ce qui fournit une nouvelle forme de l'intégrale de 
l'équation (4). 

Tous les calculs que nous allons faire supposent satis- 
faites certaines conditions de convergence et de continuité 
dont le lecteur s'apercevra sans peine, et sur lesquelles nous 
n'insisterons pas. 

On a 

(X a(a-i-i) 
(i — Ma?)-« = I H — aa7H w*a?*-{-. . . 

^ ' I 1.2 

a(a-t-i) .. .(a-+-/i — i) 



I .2.3. . . n 



u^x^ 



Multiplions par uP~^{i — w)^"* du et intégrons de o à i ; 
nous aurons, en appelant B(/?, q) l'intégrale eulérienne de 
première espèce, 

Jf (i — Mip)-«(i — u)9-iuP-^du 


= B(/>, q)-^ -xB{p-\'iyq)-{-,.. 

a(a -4-i). ..(a-t- n — i) „t>/ x 

or on a, en appelant T(p) l'intégrale eulérienne de deuxième 
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espèce. 

^, . r(p)r (q) 

^^ '^^ T'p-^q-^x) p^q T{p-^q)' 

KF » /; r(/?-+-y + a) {P'^q)(p-hq-hi) T(p-^q)' 

La formule précédente pourra alors se mettre sous la forme 






l/?-hy i.^ {P'^q)(p-hq -hi) 

g(ai-}-i)...(a-4-/?— T) /?(jP-f- !)...(/? -4- ^ — i) ^^ 

1.2.3. . .71 (p-^q)(p-^q-^ i). , .{^p -h q -h n — I ) 

En faisant alors /? = p, gr = y — ^, on a 

r(P)?ff-3) / - a^)-«iiP-U'~")T-M6/a = F(a, p, Y, ar); 
il en résulte que 



(5) 



i {i — uT)-f^u?"^(i—u)y-?-^du 



est une intégrale de Téquation (4)- 

En particulier, poury^i, a-H^ = i, a^^-» on voir 
que Téquation 

(6) g(,._^)^.g(,^_,)+ir = o 

a pour solution 

Jr^ _i _i _ » 

f (i— w) *(i—ux) *u^du 



ou 



r^ du 

Jn \/u{l'-U)(l-'UX 
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L'équalion (6) peut se mettre sous la forme canonique 



dx 



|^(,._^)g]^«^=0, 



et Ton voit que, si f{x) est solution, /(i — x) est solution 
aussi, en sorte que Tintégrale complète de (6) est, en dési- 
gnant par A et B des constantes, 



/-' du . p r' du 

Jj /«iU- U){\'-UX) J^ yJu(i-^u){l—l-'XU 



) 



ou, en posant w = 5-, 



/.» dz ^p r^ dz 

Liouville, sous le pseudonyme de Besge, a fait connaître 
dans son Journal des équations remarquables qui se ramènent 
à la précédente. Si, en effet, dans 

d^y — y 



on pose 

/ = log— ^, 



elle devient 



'^-^'>S-^('-=^''>£-^^'=*'' 



laquelle se réduit à 



(^'-^)S-^<"^-'>£-^4"-^ = "' 



quand on pose jr = ^t el que Ton change ensuite t en x. 



Si dans Téquation (a) on change t en at ou en at\! — i, 
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on voit que Ton peut intégrer les équations 

et, par suite, aussi 

XVI. ' Intégration d'nne équation remarquable par les fonctions 

de Ganss. 

Liouville a remarqué {Journal de V École Polytechnique^ 
XXP Cahier, p. i85) que l'équation linéaire 

pouvait se ramener à Téquation étudiée au paragraphe précé- 
dent en posant 

z désignant une nouvelle fonction inconnue et a, ^ deux con- 
stantes. En eflec tuant le changement de variable, on trouve 

rf*Z r, o . ^ dz 

-4-^ [a:* (5, 3* -H Py-f-m)-i-a:(2aPn-a^-4-pr-f-/i) 

-+-*a*-+-*PH- roL-\-p] =0; 

or on peut toujours disposer de a et ^ de manière à faire 
disparaître les termes en x^ et en x dans le coefficient de z : 
l'équation se ramène alors à Tun des types étudiés précé- 
demment. 
L'équation 

d^y dy 

se ramène au type étudié au paragraphe précédent en faisant 
x= -' (Liouville, loc. cit,)» 

C 
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XVII. — Propriétés de la fonction F. 

Si dans F(a, p, y, x) on convient d'appeler paramètres 
les quantités a, P, y^ ^^ ^^ ^'^^ appelle fonctions contiguës 
deux fonctions ne différant entre elles que par un paramètre, 
ce paramètre étant dans Tune de ces fonctions égal au para- 
mètre correspondant dans l'autre augmenté de un, on pourra 
énoncer le théorème suivant : 

La fonction F(a, p, y, ^) ^t deux quelconques de ses 
contiguës sont liées entre elles par une relation linéaire 
et homogène ayant pour coefficients des polynômes du 
premier degré en x. 

Nous établirons seulement une des quinze relations que 
fournit l'application directe de ce théorème. Nous aurons 

(a4-6ar)F(a — I, p, y, ar)4-(a'-+. 6'.r)F(a, p, y, ar) 

-4-(a'-+- 6* J7)F( I -h a, p, Y» ^) 

/7, qy r, s ont des valeurs indépendantes de x et n, mais con- 
tenant a, p, y. En annulant />, ^, r, 5, on aura quatre équa- 
tions pour déterminer a, a', 6, 6\ c, c' ou les rapports de ces 
quantités; l'un d'eux sera même arbitraire, mais le calcul 
montre que l'on doit supposer a" = o. c. q. f. d. 

On peut remarquer que 

(i^ar)«=F(-/i, I, I, — ar), 

e' = limF(i, m, I, — j> 

pour m = 00, 

log(i4-a:) = 2:F(i, i, 2, a?), 

(i-a:)«F(a, p, y, ^)= F^a, Y - P, Y» J^) ; 
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on vérifie également la relation 

F(a, p, Y, I) ^ (Y-a)(Y-P) 
F(a, p, Y^i,i) Y(Y-a-P) ' 

et par suite, en changeant y en y 4- i ? Y "^ ^* • • * ' 
F(a, p, Y-f-i, I) ^ (y — a-n)(Y — p4-i) 

En multipliant ces formules membre à membre, on a 

F(g, p,Y, 1) ^ (Y — g)...(Y — g-^/t— i)(y— P)«--(ï — p-^-^> — 1) 
F(a, p, YH-'i, i) (T-h i)...(y-^/i)(T — *""P-^"0"-(ï — P — ^-+-''> 

ou 



F(a, P, Y-+-W, I) 
^ r(Y-~a-^n)r(Y— p-f-n) r{n)r(n) 

■" r(n)r(/i) r(^Y-+-w-M)r(Y — a — pH-/t-i-i) 

r(Y-a-f-/i)r(Y-p-4-/i) . 

r^Y-^-'ï -^')ï'(ï — 2— p^- n-hi)' 

si dans cette formule on fait /i = oo, on trouve 

relation remarquable entre les fonctions F et les fonctions 
eulériennes. 

La série très générale de Gauss est un cas particulier de la 
suivante, dite série de Heine (Journal de Crelle, t. 32), 

?(«, P, Y, ^, ^}-I+ ^,_y)(,_^y^ -^ 

(,_y^(,_^«)(,_ç,YKi-5'^-»; 
On a, en efTel, 

o(a, p, Y, I, ^) = F(a, p, y, ^); 
on a aussi 

?(«, P, ï, ç, ^) = ?(«, p, Y, q, qr) 

H ^_ ^ — a7o(a-M, p-M, Y-t-i.^,«^) 
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XVIII. — Emploi des dérivées à indices quelconques. 

Considérons Inéquation à laquelle satisfont les polynômes 
de Legendre 

et que ]*on sait intégrer quand n est entier. Supposons main- 
tenant n quelconque et posons ([a désignant un indice quel- 
conque entier ou non) 

elle deviendra 

Prenons la dérivée d'ordre — .a des deux membres : nous 
aurons (t. III, p. 49'^) 



i 



.^ d'Z dz , dz , . 

•'-xï)^-+-2|Aa:^ — jx(jx-hij;;-2j:^-f-2[i;:-4-/i(/i-f-i)5=o: 

on réduit cette équation à 

. d'^z dz 

en posant 

ii) n(7l-f-l) — |X* — [JL ;= O ou JX = 71 -+- I , 

d'où Ton tire 

k désignant une constante, et par conséquent 



y-^k 



C?J7« 



L'équation (i) donne une autre valeur de |a qui fournirait une 
seconde valeur dey, qui nous est d'ailleurs inutile, notre but 
étant seulement de montrer que la dérivée n^ "**' de i^x- — i)" 
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est une solution de l'équation proposée même quand n cesse 
d'être entier, mais on ne voit pas très bien à partir de quelle 
limite il convient de prendre la dérivée en question ; pour le 
voir, reportons-nous au calcul fait page 200 : nous y voyons 
que l'expression 

satisfait à l'équation (i), et cela quel que soit n, pourvu que 
le contour d'intégration soit tel que 






soit nul : il suffit pour cela que le contour se compose de 
deux lacets ayant même entrée et pour points critiques x et 
Tun des points — i , ou H- i . 

Une remarque analogue peut être faite au sujet d'un grand 
nombre d'autres équations : ainsi nous avons vu que le poly- 
nôme 



or» 



satisfait à l'équation (p. 21 4) 

^^y ^y / N 



dx* dx 

L'expression 



€'" 



dx^ 



continuera à être une solution particulière de la même équa- 
tion quand n deviendra quelconque. La valeur de la dérivée 
qu'il faut prendre est, à un facteur constant près, 



/ 



-5« 

dz^ 



prise le long d'un lacet ayant son origine à l'infini et le 
point X pour point critique. 
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XIX. — tqnation de M. Montard. 
M. Moutard a étudié Téquation très générale 

liT et X désignant des fonctions de a? et A une constante. Si 
l'on pose 



(2) 



dx ~^-^'» 

^ = X^H-y — , 
dx^ dx '^^ dx^ 



cette équation devient 

dvx / , û?loffwX\ 

et, en différentiant par rapport à x^ 
c'est-à-dire 

formule oïl Ton a posé 

(4) ^. = ^-^^- 

L'équation (i) se transforme donc dans (3), qui est de même 
forme, par la substitution (2). Opérant sur (3) comme on a 
opéré sur (i), on la transformera en 



d>y 
dx^ 



?-è('**^¥^)-^.».=- 



x,=x,- 



d^ logtsXX 



1 



flte» 
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el finalement, je suppose, en 

^^) -d^-^-d^\^^"^ Sï j-r.^«-o. 

Si Ton avait )v,i = o, yn s'obtiendrait au moyen d'une qua- 
drature et la valeur de ^ elle-même s'obtiendrait par une 
suite de quadratures. (Moutarp, Comptes rendus, 1875.) 

Pour faire une application des principes précédents, nous 
considérerons l'équation 

d^Y dy I , rfloccA n(/i-4-i) 

2^-*-^(**-^TJ ïi— ^■ = °' 

c désignant une constante, laquelle fournit la transformée 

d^yx dyi I ^^ "" x^ 

dx^ dx \ dx 

dx^ dx \' X )~ ^ 

et cela en posant 



on tire de là 



ou 



ax 
y,^—j—i^x^--^-j^-^ay 

a et C désignant des constantes; on en déduit y. 

Le cas où X„ = o n'est pas le seul où l'équation de 
M. Moutard soit intégrable, et il est clair que, pour que celle 
équation soit intégrable, il suffit que l'une de ses transformées 
(5) le soit elle-même. 



XX. — Équations de Laplace. 

Nous donnerons ce nom aux équations linéaires sâns se- 
cond membre dont les coefficients sont fonctions linéaires 
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de la variable ^, parce qu'on peut les intégrer au moyen 
d^intégrales définies, à Taide d'une méthode imaginée par 
Laplace. 

Considérons Téquation 

(i.) ^(««a--l-6„)-^^^^(a„_,a?-4-6«_,)-+-...-+.>^(aoarH-*o) = o, 

dans laquelle Ooy a^, . . ,\ b^y b^j ... sont des constantes. 
Si Ton pose 



*^'a. 



cette équation prend la forme 






(a)e^^[a«a" -^ a„-ia«-*-h. . .-f- «oj^^ 



en posant 

(p(a)(arta«-H «rt-ia^-ï-^. ..-f- ao)= G (a), 
ç)(a)(6«a'' -4- 6„_ia«-» -h. . . H- ^o) = ÎU^), 

cette formule devient 

ou, en intégrant par parties, 

/ G(a)e«'-+- / [II(a)— G'(a)]e3J*û^a = o. 

On satisfera à cette équation en prenant 

(a) G(ai)c2^»"^ = o, 

(3) G(ao)«««' = o, 

(4) H(a) — G' a =0. 
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A cet effet, on pourra d'abord intégrer l'équation 

G'(a)— H(a) = o 
ou 

j- (p(a)(a„ot«4-...-hao) = <p(a)(6„a»-h...-l-6o), 

qui est linéaire et du premier ordre en f (a); elle donne, en 
posant afla"4-. . .-f-ao = A, bnO^" -\-. . •-[- 6o = B, 

do 

A-yL -Ho(A'— B)=:0 

d% '^ ' 

ou 

C désignant une constante. Quant aux équations (2) et (3), 
on y satisfera en prenant pour aj et ao deux racines quel- 
conques de l'équation A = o. 

La méthode de Laplace tombera en défaut toutes les fois 
que l'équation A = o sera de degré o ou i . Il y a plusieurs 
moyens de tourner la difficulté : si A est du premier degré, 
on pourra prendre pour ai la racine de A = o et pour ao la 
valeur — 00; si A est une constante, on transformera l'équa- 
tion proposée en posant 

y — z eP^, 
/? désignant une constante. Alors on aura 



d^y Id^z n d^-^z \ 

en substituant ces valeurs dans l'équation (i), on obtient une 
transformée de la forme 

;j^(P«^-+-Yi»)-+---.-t-'5(Poa7-T-Yo) = o, 
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dans laquelle les ^ et les v sont des constantes : c^est enoore 
une équation de Laplace à laquelle on peut appliquer les 
procédés que nous venons d'indiquer. ( Voir un Mémoire de 
M. Spitzer, inséré au Tome 54 du Journal de C relie.) 

La méthode précédente peut s'appliquer aux équations qui 
définissent les fonctions de Bessel et de Fourier et par suite 
à l'équation de Riccati modifiée. 



XXI. — Emploi des dérivées à indices quelconques pour abaisser 

les équations linéaires. 

Considérons l'équation linéaire 

dans laquelle P/ désigne un polynôme entier de degré i en x. 
Essayons d'y satisfaire en posant 



dV-z 
^=d^' 



ce qui la transforme en 



rf«+l*z ^/»+t*-i z p d^z _ 

Prenons les dérivées d'ordre — ijl des deux membres; nous 
aurons 

Dans cette formule on a 

Ao = P,--P,-+- j^ F,- ,.a.3...« 

A. = P._lip',-^MJi±i>P'.-..., 

* I ' i.a 



si l'on pose alors Ao = o, on aura une équation algébrique en 
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jjL qui permettra d'abaisser réquation (2) en prenant -r- pour 

inconnue. 

Si nous appliquons cette méthode à Téquation 

. d^y dy 

' dx^ "^ dx -^ - ^> 

réquation en [jl se réduit ici à [jl -j- i = o et Téquation en z 

devient 

d^z dz _ 

dx^ ^^ dx ~ * 
ce qui donne 

dz c . , 

-7- = — > z = c logj? -+- c , 

UX X 

y — ex logo: -+- c'x, 

6", c', c' désignant des constantes. 

Une légère modification de la méthode précédente permet 
d'intégrer Téquation 

^^""^ dx'^ ^ I ^ ^^^^^«-1 

-h ^—^ —^ h"(x)y = o. 

[.•2.3... /i ^"^ 

Il suffit, en effet, de poser 

__ ^^ 
^ " dxv-" 

et Ton a, en différentiant — a fois, 

d"z d'^-^ z 

A„ - F"(x), 
A„-, -F«-'(T)^^, 

A„_, = F-'Cx) (P-'^)(P-1^-^) , 

A„_, = F'.-(x) ^-^^=J^1^-- '^j:z.\}i P - 1>- ^\ 

I .2.3 
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si donc on prend p — [jl = /iou [x = /> — /i, on a 

on 

c'est-à-dire 

F{x)z = f^i,x), 

^(x) désignant un polynôme arbitraire de degré n — i. Il en 
résulte que, si a, b^ . . . , l sont les racines de F(x) -- o, on 
pourra écrire 

A, B, . . . ,L désignant des constantes arbitraires et, par suite, 
en dilTérentiant ]f-^^ p — n fois, 

y — k'{x — aY-P-^~- B'(a7 — b)" P-ï-h. . .-h L'(;r-- l)"-P-K 

Telle est l'intégrale générale de l'équation proposée. Cette 
méthode est encore applicable quand F(:r) = o a des racines 
multiples. 

La" méthode précédente permet, comme on le voit, d'in- 
tégrer l'équation de Gauss au moyen d'intégrales définies. 

XXII. — Intégration d'une classe particnlière d'équations. 

La méthode que nous venons d'indiquer pour intégrer l'é- 
quation (3) du paragraphe précédent n'a pas en apparence 
une grande importance, eu égard au résultat obtenu qu'il 
était peut-être facile de deviner: mais elle nous permet d'aller 
pins loin. 

Désignons, pour abréger l'écriture, par ôjJ,[F(:r). j^] l'ex- 
pression 

I . '2 . 3 ... m \ /-^ » 

L. — Traité d'Analyse, V. i6 
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et considérons Téquation différentielle linéaire 

(I) Ô/A[F(x),7]-^07JG(r),7]-... = o, 

dans laquelle m, n^ , . . ^ p^ q. ... désignent des constantes 
et F, G, ... des polynômes de degrés m, n^ ... respective- 
ment. Supposons les nombres m, n, p^ q, ... assujettis à 
satisfaire aux équations 

m — p = n — q = . . . — ol; 
posons 

nous pourrons mettre (i) sous la forme 

^[V{X)Z]'^-^ [0{x)z]-r-... = O, 
dx'"^ L ^ ' J ^37" L V / j , 

et, si l'on suppose m >* n >•..., on pourra intégrer un certain 
nombre de fois et abaisser ainsi l'équation proposée. Suppo- 
sons, par exemple, les quantités m, /i au nombre de deux et 
m = /i 4- 1 ; on aura 

<f{x) désignant un polynôme arbitraire de degré n — i : cette 
équation peut s'écrire 

F(^) J -i- z[G{x) - F'(:r)] = ^{x) 

et s'intègre par des quadratures; z une fois connu, on en dé- 
duit^'. 

XXill. — Ëqnation de MM. Scherck et Lobatto. 
L'équation (de Laplace, p. 236) 

a été étudiée par M. Scherck {Journal de CrellCy t. X) et 
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par M. Lobalto ( id,, t. XVII) ; voici la solution de M. Lobatto : 
il considère Téqualion plus générale 

a désignant une constante, et il remarque que Ton y satisfait 

en posant 

/•• -rit! 



•- 



a désignant une racine de Téquation binôme 



r«-Kl 



I = O. 



Or la différence de deux intégrales particulières de (2) est 
une intégrale de (i); donc 






Jq 

sera une intégrale de (i); les autres s'obtiendront en attri- 
buant à a ses n valeurs imaginaires, de sorte que la valeur 
générale dey sera 



« ^'•+' 



^ = N / e "-^^ (e^^ — oLe^'^)dz, 

le signe 2] s'étendant à toutes les racines de Téquation 

a"+* = I . ( Voir un Mémoire de Jacobi, Journal de C relie, 

t. X.) 

XXIV. — Équation de M. Knmmer. 
M. Kummcr a résolu l'équation plus générale 

(-) rf?r=-^'"^ 

{Journal de Liou^ille, i'® série, t. IV, et Crelle, t. XIX) : 
à cet effet, il la différenlie et trouve 

dn-^^y , dy 
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on y satisfait en posant 

et Ton est ramené à une équation de même forme dans laquelle 
Texposant de x est diminué d^une unité et à des quadratures. 
(Le cas où m = 2 avait déjà été traité par M. Kummer dans 
le Journal de C relie, t. XII, et par M. Lobatto, même Recueil, 
t. XVII.) 



EXERCICES ET NOTES. 

]. On a, en appelant X^ le polynôme de Legendre, 

3//1 



2 / ~ m -^- 1 "^ (m -hi)(m -h 2) * 

^m ( ni — 1 ^ 

X, 



X, 



3 «"• • • » 



(m -hi)(m -h 2) 

5m(r?i — I ) 

^ ^ i- 

( //l -+- I ) ( 777- -^- 2 ) ( /?H- 3 ) 

y ni( m — i)(^ — 2) 
( w -5- J )( /w -r- 2 ) ( /n -r- 3 )( m -h 4 ) 

°i-T-a: 1.2 2.3 3.4 

(Bauer, Journal de Crelle, t. LVI.) 

2. En appelant toujours X^ le polynôme de Legendre, on a 

X« -h Xrt^-i = Xo 1 X/,rfa7-t-Xi 1 X/î_i c^:r -t- . . . -4- Xrt I \^dx, 

(Catalan, Académie de Belgique^ 1880.) 

3. Ayant mis un polynôme F(ar) sous la forme 

A,nX,„ -h A,„_iX,rt_i-f-. . .-h AqXo — F(ar), 

Ao, Al, ... désignant des constantes et Xq, Xi, ... des polynômes 
de Legendre, le nombre des racines de ¥{x ) = o égales ou supérieures 
à un est au plus égal au nombre des variations de la suite 

A/n, A/,|_i, ...» Aq. 

(Laguerre, Comptes rendus, 1881.) 
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4. Soit, en appelant a^, ai, ... des coefficients constants, 

. ^ ai a^ Un 

on peut trouver une fonction /"(a:), telle que 

(NiEMCiLLER, Zeilschrift fur Mathematik und Physik, 1879.) 

5. Si Ton forme les dérivées successives de la fonction e*; on trouve 

i X. 

'd^ - ^«-1 ^ ' 

V„ désignant un polynôme du degré n — i en a?; prouver que ce 

polynôme satisfait à une équation du second ordre linéaire et étudier 
cette équation. On l'intégrera même dans le cas où n n'est pas entier. 

6. Si Ton veut une fonction cp(a), telle que 

il suffira de prendre 

o(a)=jr%a«^/(Og. 

/ et ç sont ce que Gaucliy appelle des fonctions réciproques. 
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CHAPITRE V. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR NON 

LINÉAIRES. 



I. — Quelques règles générales. 

i" Quand une fonction renfermant n constantes arbi- 
traires satisfait à une équation d^ ordre n, elle est la 
solution générale de cette équation; il en est de même de 
toute fonction implicite donnée par une équation non 
résolue renfermant n constantes arbitraires. Ce fait a été 
établi plus haut (p. 12). 

2° Lorsqu ^ une équation différentielle contient seulement 
la variable x et des dérivées de la fonction inconnue y ^ 
sans contenir cette fonction inconnue elle-même, elle peut 
être remplacée par une autre d'ordre moindre. 

11 suffit, en effet, d'y faire -. - =3 j^' et d'y considérer >' comme 

nouvelle fonction inconnue : alors -7^ > —-. ^ ... se trouveront 

remplacés par -^- j -r^' • • • î lorsque l'on aura calculé y^ 
y s'obtiendra au moyen d'une quadrature. 

3° Lorsqu'une équation différentielle ne contient pas 
explicitement la variable indépendante x, on peut toujours 
la remplacer par une autre d'ordre moindre d^ une unité. 

En effet, considérons l'équation 

T^ / dy d* V d^Y \ 
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dans laquelle^ désigne la fonction inconnue : posons 

dy _ , 

dx ~^' 



nous aurons 



dx^ dx dy dx dy ' 

dx^ ~ dy \dy ^' )^ ~ "dy^ ^ "^ \dy ) ^' ' 

dx^~ dyldy^^ Wr/ J ' 

on voit ainsi qu'en prenant y' pour fonction inconnue et y 
pour variable indépendante, Tordre de Téquation s'abaissera, 
et cette équation prendra la forme 

Quand ^' sera connu en fonction de^', et que Ton aura, par 
exemple, 

on en déduira 

^y ( ^ 

ou 

-/ =dx, X - I —^, 

4^^ Lorsqu'une équation est homogène en JC^y, dx^ dy, 
d'^y^ d^y, , . . , on peut abaisser son ordre. 

Il suffit, en elTet, de poser 

X rzz e^j y -~ ze*\ 
on a alors 

dx = e^dt, dy n= dz e^ -1 ze^dt, 

d^x = e^dt*, d^y ^^ d^z e^ -r- 2 dz e'dt-^ z e'dt^, 
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Si Ton substitue ces valeurs dans Inéquation proposée et si l'on 
désigne par n le degré de Thomogénéité, e"' disparaîtra 
comme entrant en facteur dans tous les termes, et l'équation 
dans laquelle se transformera la proposée ne contiendra 
plus la variable indépendante t : on abaissera alors son ordre 
comme il a été dit tout à l'heure. 

5"* Lorsqu^ une équation est homogène en y ^ -^> "Zi' ' " '' 
on peut la ramener à une autre d'ordre moindre. 

Il suffit pour cela de poser 



on a alors 



y = e^ ; 



dx'^ dx 



Si l'on porte ces valeurs dans l'équation proposée, e-'**''*' dis- 
paraîtra comme facteur commun dans tous les termes, élevé 
à une puissance marquée par le degré de l'homogénéité, et. 
chaque dérivée de y se trouvant remplacée par une expres- 
sion qui ne renferme que des dérivées de z d'ordre moindre, 
on obtiendra une équation en z d'ordre moindre que la pro- 
posée. 

II. — Cas où l'on connait des solutions. 

Lorsque Ton connaît des intégrales d'une équation renfer- 
mant des constantes arbitraires, on peut quelquefois en pro- 
fiter pour abaisser cette équation et essayer de satisfaire à 
cette équation en remplaçant les constantes par des fonctions 
convenablement choisies (en faisant, comme l'on dit, varier 
les constantes). Nous ferons comprendre l'esprit de cette 
méthode en l'appliquant à une équation linéaire : soient jk 1^ 
fonction inconnue, x la variable; soient^<, j^a, j)''3 des solu- 
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lions de Inéquation linéaire 



/ V» -4- D, vn—i —. n»vn—i 



r" -+- pxy^"^ -< - pty''~'' h- ...-+- /?j^ = o, 



(I) 



j ou 






Pi-i Pit • • • désignant des fonctions données de ûc] alors C|, 
C2y Cz désignant des constantes arbitraires 

( îA ) y=~- Cxyi -+- Ctyt -h ca^a 

sera une solution de (i). Supposons que Ton remplace Ci, 
C2, C3 par des fonctions de x^ et essayons de satisfaire dans 
cette hypothèse à l'équation (i), en remplaçant y par sa 
valeur (2). A cet effet, posons 

, ., , ( o -- c'ij, -4- c'jj, -f- c'ajKs, 

^1» ^2> ^8 désignant -j-^j -t^> -~ : la formule (2) différentiée 
donnera 

y' = Cij'i -^ c,j', -4- Ca/,, 

y --= ciy; -r- cjj; -i - ca/i , 

et les dérivées y'\ y'*, . . . , y" ne contiendront que les déri- 
vées d'ordre n — 2 au plus des c : ainsi 

y = ccKÎ-^ c,/î -- Car? - c;y; -^ c,/, + ci/i, 



En portant ces valeurs dey, ^ yj" -^ - • • dans (i), on obtiendra 
une relation (R) entre les c et leurs dérivées, contenant des 
dérivées d'ordre n — 2 au plus des c; les équations (3) diffé- 
rentiées donneront c^^ c^y ainsi que leurs dérivées en fonctions 
linéaires de c'^, c* , . . . , si bien que la relation (R) deviendra 
une équation d'ordre n — 2 (linéaire dans le cas actuel) en c^ . 
J'ajoute que cette équation ne contiendra pas c^ lui-même, en 
sorte qu'elle pourra être ramenée à l'ordre n — 3, vu que C|, 
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C2, Cz ne paraissent pas dans l'équation (R), leurs coefficients 
étant les premiers membres de (i), où Ton a remplacé y par 

yiiy2,yz' 

c\ une fois connu, (3) donneront c\ et c^ ; des quadratures 
donnent alors Ci, C2, C3 et (2) fera connaître j'. 

ni. — Cas où Ton a des données sur la nature des intégrales. 

Lorsque Von sait qu^ine équation différentielle a des 
solutions communes avec une autre équation différentielle ^ 
on peut trouK'cr ces solutions comme il suit : 

Désignons par^', j/-", ... les dérivées, prises par rapport à 
la variable x, de la fonction inconnue, et considérons les deux 
équations difTérenlielles 

<'i) G{x,y,y\y, ...)=y», 

résolues par rapport aux dérivées d'ordre le plus élevé de y. 
Si m = n en les retranchant Tune de l'autre, on aura immé- 
diatement une équation d'ordre m — 1 admettant les solutions 
communes à (1) et (2). Si m >- n, on différentiera m — n fois 
l'équation (2) et, en la retranchant de (i\ on aura ainsi une 
équation (3), d'ordre inférieur à m, admettant les solutions 
communes à (i) et (2). En opérant sur (2) et sur la nouvelle 
équation (3), comme sur(i) et (2), on remplacera l'une d'elles 
par une autre d'un ordre moindre, et ainsi de suite. Plusieurs 
cas pourront alors se présenter : 

i" On finit par tomber sur des équations d'ordre zéro qui 
par suite ne sont plus différentielles; on est alors ramené à 
une question d' Algèbre : Trouver les solutions communes à 
deux équations algébriques ou transcendantes. Les solutions 
communes à (1) et (2^ sont alors particulières et sans con- 
stantes arbitraires, peut-être même singulières. 

2^ L'une des équations (2), (3), (4). ... se réduit à une 
identité. Supposons, pour fixer les idées, que ce soit l'équa- 
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lion (3): si (i) et (2) sont de même ordre, ces équations sont 
identiques, c'est-à-dire ont les mêmes solutions sinon (1), et 
l'équation obtenue en diffcrentiant (2) m — n fois ont les 
mêmes solutions, et l'intégration de (i) sera ramenée à celle 
de (2) qui est plus simple. En tout cas, les solutions com- 
munes à (i) et (2) seront les solutions d'une équation d'ordre 
inférieur à m. 

La connaissance des solutions communes à (i) et (2) sera 
souventutile pour intégrer complètement (1) et, en particulier, 
si cette équation est linéaire. 

Lorsque Von connaît une relation entre les intégrales 
(Vune équation différentielle ^ on peut en profiter pour 
découvrir des solutions. 

En effet, soienty'= -J-^y^z — -^j Considérons l'équa- 
tion différentielle 

soient u et (^ deux solutions et 

(2) o(m, t')^o 

une relation entre u et r, on aura 

(3 ) F(,r, w, m', . . . ) = 0, 

(4) F(ar, v, v\ ...) = o. 

Si de (2) on tire u en fonction de t^ pour le porter dans (3), 
cette équation prendra la forme 

(5) 'K^» ^i ^' ■ . . . ) ~ o; 

les équations (4) et (5) auront alors une solution commune 
ou, si l'on veut, (i) et 
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auront une solution commune que l'on pourra déterminer par 
la méthode indiquée précédemment. 

lY. — Applications des principes précédents. 

L Trouver une courbe dans laquelle la courbure soit 
une fonction donnée 'f'(^) de Cabscisse. 

En égalant à ç'(^) l'expression trouvée (t. II, p. 98) pour 
la courbure, on a l'équation différentielle de la courbe cher- 
chée 

cette équation ne contenant pas y y on prendra y pour fonc- 
tion inconnue, et Ton aura 

^ — ^ = ^'(x)dx 

ou, en appelant c une constante arbitraire, 

y 



on en déduit 



\/i--y^ 



(p(a7)-4-c; 



© -4- c 



V/I — (Ç-: C)* 



OU 



dyr~. --' 



y est alors donné au moyen d'une quadrature, et l'on a 

C cp -4- c ) dx 



y 



■•-fvB 



c' désignant une nouvelle constante. 

2° Trouver une courbe dans laquelle le rayon de cour- 
bure soit proportionnel à la normale. 
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Si Ton égale les expressions données (t. II, p. 98) pour le 
rayon de courbure et (t. II, p. 17) pour la normale, en multi- 
pliant celles-ci par la constante n, ona. 



(i+y»)* 






ou bien 



y 



Cette équation ne contenant pas x^ on posera 



et Ton aura 



ou 



y'dy dy 



n 



L'inlégration donne, en appelant c une constante, 

OU 

n 

(1) cy =-- {i -^ y^)* ; 

si l'on difl'érentie cette formule, on a 

cy' dx — ny' dy{\ -t-y*)* 



?-i 



ou 



--1 

cdx = n{\ '-y'^y dy 



et, par suite, 

r --1 

ex — n I (i-hy'^)^ dy. 

Si le nombre n est entier, x pourra toujours s'obtenir au 
moyen des fonctions algébriques ou logarithmiques (y com- 
pris l'arc tang). Nous allons examiner quelques cas intéres- 
sants : 
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i« /i=: i. Alors on a 



ex 
ou 



^/(.-y)-V=/^ 



ex — iog(y-h /i -t-y*), 



en n'écrivant pas la constante, ce qui revient à transformer 
les coordonnées. Or (i) donne 

cy= /f-T-y»; 
Télimination de y^ donne 





ex — log(v/c' V* — I -r- ey) 


ou 






e<"* — ^c^y^ — n- c^ ; 


on en lire 






e-c^ — ey — ^e^y^ — i , 


d'où 









c'est l'équation d'une chaînette. 
II. Supposons 71 = — I : alors 



■37- -^(1 -y») ^dy 



ou 

y 



ex = 



s/i-r-y- 



sans ajouter de constante, ce qui ne fait que transformer les 
coordonnées; or (i) donne 

/i-hy» 

l'élimination dey donne 

c'a;* -7- c*y = 1, 
équation d'un cercle. 
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3" Si n =-^ 2, on a 

cy — I -\-- y^y cdx — %dy\ ex — %y \ 
l'élimination dey' donne 

c'est l'équation d'une parabole. 
4" Si /î = — 2, on a 

I r ^"^^ ( y' \ 

cy = - -TT, ex- —11- ■-7ïT7= — — -,i-t- arctangy ); 

en faisant y = tano^^cp, on a 

cy — cos*|^cp, ex— — sin|cpcosJ(p — J-o 

ou, posant - = aa, 

y — 'la cos*Jcp, x = — 2asin|cp cosJ<p — ao 
ou 

y — a(i-^- coso), 37 — — a(sino-t-o). 

(Changeons cp en tt — cp et j; -h a?: en x : nous aurons 

^ — a(i — coscp), a: = a(«p — sin?p) : 

ce sont les équations de la cycloïde. 
5" Nous ferons encore n - = 4 • alors 



-( I>^/^)^ ex = ^J{i-^y^)dy^- 4/+ 



3 • 



ce sont les équations d'une courbe unicursale du quatrième 
degré. 

III. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de cour- 
bure soit proportionnel au cube de la normale. 

L'équation du problème est, en appelant n une constante, 

3 



2Ô6 

ou 

on en lire 



ou bien 
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r'y 


-+- 


n; 


iy/. 




y. --4- 


I 

y 


-+-c; 



c désignant une constante, on en déduit 



ou 






ou 



ou enfin 



X — /zîz n - - c/* 

ce qui représente une conique rapportée à ses axes. 

IV. Trouver les courbes dont le rayon vecteur issu d^ un 
point fixe est égal au rayon de courbure. 

Soient r le rayon vecteur, 8 Tangle que fait ce rayon avec 
un axe fixe passant par le point fixe. L^équation à intégrer 
sera (t. II, p. 1 18) 

_ ( rg -^ r'^ )« 
rr — 2 r * - - r* 

/•' et r" désignant les deux dérivées de r prises par rapport à 
9 ; cette équation peut s'écrire 

r«( rr* — 2 r'« — r» )* = ( r* -f- r'« )' 

ou, en divisant par/-'', 



(=^^'-. )'"(-?)'• 
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Si l'on pose alors 

r' dr rr" — r'* dix i 



r rd^ ^^' /•* db cos»{jl 

celte équation deviendra 



d^ T 'V— ' 

d^ cos'fjL cos'|Jt/ ~ cos* 



/^ l 

\^ COS'fJL COS'|Jt/ COS^fJl 

ou 



\d^ I cos 
et, par conséqjLienlv 



V 



dn. , i 

= i±: 



d^ cosjx 

d'où l'on lire 

^ __ fl^jA cos fX 

I zh COSJX 
et 



^ _ f cos [X rf[X . 

^ lit: cos ix' 



d'où les deux solutions où Ton n'a pas mis de constante, ce 
qui revient à faire tourner l'axe polaire 

= — [X -h tang J (X, = ^ -h col { |x. 

L'équation (i) donne alors 

dr 
^=tang^, 

dr __ d\Ls'in[i. 
r ~ I =b cos (X 
cl par suite 

logr = logA: cos'^{x ou — logA*sin*-J jx, 
k désignant une constante, ou, ce qui revient au même, 

r = A: cos* -}- jx, ou ; 

sin* \ (X 

L. — Traité d'Analyse^ V. 17 
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on a ainsi r el 6 en fonction de [x. On ne trouve pas ainsi la 
solution évidente r=const., qui est singulière. 

Si Ton avait voulu traiter la question avec des coordonnées 
rectilignes, on aurait obtenu une équation homogène, facile 
à intégrer, mais avec des calculs beaucoup plus compliqués. 

m. — Recherche des courbes égales à lears développées. 

Appelons R le rayon de courbure d'une courbe, a l'angle 
que fait ce rayon de courbure avec une droite fixe, Taxe des 
X par exemple. Je dis que l'équation 

(I) R=?(«) 

détermine entièrement \di forme de la courbe (mais non sa 
position); l'équation (i) devient en effet, en y remplaçant R et 
Cf. par leurs valeurs exprimées en fonction des coordonnées 
x^y d'un point de la courbe, 

\{y) ^^^^^ ïï^'s pour cp ( arctang ^ U on en lire ^ 

et, par suile, 

Xq désignant une constante^ on déduit de là 

y=¥{x-x,\ 
et Ton aura 

y—yo = jF(a: — Xo)dx — ^(x — Xq); 
c'est l'équation générale des courbes ayant pour équation 

y = *(a7) 

transportées parallèlement à elles-mêmes dans leur plan. 
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Ainsi Téqualion (i) détermine complètement la forme d'une 
courbe, mais cette courbe peut être transportée parallèlement 
à elle-même, sans que l'équation (i) en soit altérée. 

Gela posé, l'équation de la développée de la courbe (i) 
sera facile à trouver : en appelant R' son rayon de courbure, 
son angle de contingence sera rfa, son élément d'arc =b rfR, 
en sorte que l'on aura 

R'=±cp'(a); 

mais l'angle a' que la normale à la développée fait avec l'axe 
des ^ est a ±: - : donc l'équation de la développée est 

ou, si l'on veut, 

(a) R = ^'(^a±^y 

Pour que les équations (i) et (2) représentent la même courbe, 
il faut qu'en faisant tourner l'une des deux courbes d'un angle 

X =h - elles deviennent identiques; donc 

(3) cp(aH-X)=±f(a); 

s'il avait fallu renverser sens dessus dessous l'une des courbes 
pour la faire coïncider avec l'autre, on aurait eu 

(0 (p(X~a) = z±:o'(a). 

Nous nous occuperons d'abord de cette équation qui est plus 
facile à intégrer que (3) : si on la différcntie, on trouve 

-cp'(X-a)=:hcp'(a) 

et, en changeant a en )v — a, 

-cp'(a)=±:f(X-a). 
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Combinée avec (4), cette formule donne 

I 

ou bien 

cp(a)=_cp'(a); 

cette équation admet pour solution 

ç(a) = A cosa H- B sina 
ou 

<p(a) = A. sin(a-h A). 

A et A désignant deux constantes, on peut supposer h = o 
sans altérer la forme de la courbe ; on a alors 

R = cp(a) = A sina 

OU bien 

—y = A sin ^ - arc tang^ j 



ou 



3 



on en conclut 

»» 

r ^ 1 
(n-y>)« A 

et, en intégrant, 

(5) larctangy+I^-f^ = |; 

on aurait de même 



.1 --'' 



(n_yt)a A 
ou 

(6) iy = — A 



Des formules (5) et (6), en posanty'rz: lang-> on tire 

A , . . 

4 

^ = — -7 (* -«-cosa); 
4 
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A 

si Ton change u en n-i- u, x en ^ + -- u et y en — y^ on 

trouve 

cp = — {u — sinM), 
4 

y= -{i — cosu), 
4 

équations d'une cycloïde. 

L'équation (3) paraît beaucoup plus difficile à intégrer que 
l'équation (4) ; mais on peut en trouver un nombre illimité de 
solutions. Si l'on pose en effet 

o(a)= Aflô^oa-h Aie^t^-f- Aje»»*-!-. . ., 
o(a-l- >.)= Aoe'*o>.c«o«-f-.. ., 
o'(a)= 7ioAoe'»o«-4-.. ., 

on satisfera à la question en prenant 

/lo = =t e"oX^ Ail = =t e"i \ . . . , 

c'est-à-dire, en prenant pour /Iq, /i|, /ij» ••• les racines de 
l'équation, 

Cette équation a deux racines réelles; si l'on appelle v l'une 
d'elles, on aura 

(p(a)= Aevat; 

donc, en remplaçant dans (i) R par sa valeur, 

s 

(lo) -^—i-^Ae /; 

y 

c'est l'équation d'une courbe égale à sa développée. Pour 
intégrer cette équation, nous prendrons a pour fonction et 

nous aurons 

cota = — y^ 
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(lo) devient alors 

sin-*a . 
r— - A6-va 

x 
OU 

a' sinae'''3i= A ; 
on en conclut 



ou 



y*si, 



( -z sina cosa ) e^» = Xx -h const. 

Si l'on diflerentie, on a 

mais 

-^ =— cota 
ax 

ou 

rf«F = — tanga dy, 

donc 

— cos a e^^djL = Xdy^ 

d'où Ton tire, en intégrant, 

— ( — cos 0L-\ — sina) e^^ = A y -h const. 

\v*-Hl v«-hi / -^ 

On peut, en transformant les coordonnées et en posant 

v = tangp, 
écrire 

Ax = cos{a-f- ?)e^^, 

ky = sin(aH- p)cva; 



on en conclut 



•^=tang(a-f-p), 



donc a -4- p est l'angle polaire de la courbe rapportée à des 
coordonnées polaires. Mais on a 
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on en conclut, en faisant x^ -\-y'^=^ r^, 

A r» = e«^iô-PJ ; 

la courbe cherchëe est donc une spirale logarithmique, mais 
il est clair qu'il existera encore beaucoup d'autres courbes 
jouissant de la propriété énoncée. 

Une analyse toute semblable à la précédente conduirait à 
trouver les courbes semblables à leurs développées ; il faudrait 
alors résoudre des équations de la forme 

<p(a-H X)= ±:Â:cp(a) 

OU bien 

cp(X — «)= =tA:<p(a). 

La seconde fournit l'épicycloïde, la première fournit entre 
autres courbes la spirale logarithmique. 

V. — Équation intrinsèqne d'une courbe. 

Je suppose que l'on demande de déterminer une courbe 
connaissant la relation 

(I) B = cp(5) 

qui donne le rayon de courbure R en fonction de l'arc; si 
l'on choisit des axes de coordonnées quelconques et si Ton 
appelle a l'angle que la tangente fait avec l'axe des x^ on 
pourra écrire l'équation (i) ainsi 

ds 

ou 

/ds 
-_^ =<K*)-+-const. = 4;(5)H-a; 

en prenant les tangentes des deux membres et en observant 

dy 
que tanga = ^> on a 
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on aurait de même 

doc dY 

cosaou -T- = cos[<l-i-a], ~~ =. %\\\\^ -\- a\ 

et, par suite, 

X = Xo-h I 008(4^ -H a) ûf5, 



y=yQ-h I s\n(^ -J^ a) ds, 



•^0 ^^yo désignant deux constantes. Il est clair que la courbe 
est égale à la courbe représentée par 



cos(<j; -h a)ds, 






dont on peut écrire les équations 



x= I cosa cos^ ds — / sina sin<]^ é/f, 






y= f sinacos^ds-+- f cosasin^/éi^. 

Cette courbe elle-même, en faisant tourner les axes de 
Tangle a^ se ramène à 

x= I cos^ ds y y= I s'in ^ds; 



J, ^S9 



donc l'équation R=<p(5) ne représente que des courbes 
égales entre elles et même elle représente toutes les courbes 
égales à une certaine courbe dont la forme est caractérisée 
par la forme de la fonction (p. On lui donne pour cette raison 
le nom adéquation intrinsèque de la courbe. On devra 
pouvoir de cette équation déduire les propriétés intrin- 
sèques de la courbe, c'est-à-dire les propriétés de cette 
courbe, considérée abstraction faite du monde extérieur. 



1 
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Nous allons faire une application de celte théorie à la réso- 
lution d'un problème qui pourra paraître difficile au premier 
abord, mais qui se résoudra simplement si l'on a égard aux 
considérations précédentes. 

VI. — Problème inverse des roulettes. 

Problème. — Quelle courbe G faut-il faire rouler sur 
la courbe donnée B, pour qu^ un point lié à la courbe G 
décrive la courbe A donnée. 

Nous allons chercher Téquation intrinsèque de la courbe G : 
à cet effet, nous désignerons par p, R, R| les rayons de cour- 
bure de A, B, G respectivement; s sera l'arc des courbes en 
contact B et G, compté sur chacune d'elles à partir d'une 
origine fixe jusqu'au point de contact, n sera Tare de la 
courbe A. Enfin n. et o désigneront la distance d'un point de 
la courbe A au point correspondant de contact des courbes B 
et G, et l'angle que fait cette distance avec la normale 
commune à B et G. On a trouvé (t. II, p. 1 32 et p. 1 3 1) (/i est 
normale à l'arc rfd) 



(0 



n 



cos<p-«(l-t-3i-) 



Or p est fonction de cr; /i et <p sont des fonctions des coor- 
données du point de la courbe A et du point de contact 
correspondant de B et G ; donc n et cp sont fonctions de s et o*. 
Enfin R est fonction de s : ainsi les deux équations précédentes 
contiendront 5, R|, o", l'élimination de t donnera bien une 
relation entre R, et 5, c'est-à-dire l'équation intrinsèque de 
la courbe cherchée. 

On peut écrire les équations (i) sous la forme 
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Soit, en effet, 

(2) ^=o(a?, y, C) 

une intégrale première de (i) : on en tire 



dx* dx ^ ày ^' 
par suite 

si nous différentions par rapport à c celte formule identique, 
nous trouvons 

dc(^j7 dcd[^ ày de 

ou bien 

/ ()o\ à /ào\ 



ày 
donc 






est une différentielle exacte. La formule (2), qui peut s'écrire 

cp dx — dy = o', 

a donc pour facteur d'intégrabilité --^> et Ton a pour l'inté- 
grale cherchée 

/à^ 
-^{^dx — rf^) = const.; 

ce résultat sera généralisé plus loin. 



IX. — Équations de Brassine et de Malmsten. 

M. Brassine a démontré que Ton pouvait toujours intégrer 
complètement l'équation 
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au moyen de quadratures^ dès que Ton en connaissait une 
intégrale première; si l'on pose en effet 

y z=z ze ^ , 

on trouve 

d>y -\Sf\pc)dx\d>z r/ s^^ » r»/ X ï /•'/ 1 
et Téquation (i) devient 

d^Z I ^,, . » /•// X r -\fAx).dx] \f/lx)dx 

.^ — -zp{x)—-z/'{x)-¥-<^lx,ze « Je» =0. 

Cette équation est de la forme 

d^z 



dx* 



= F(z,x)\ 



elle s'intégrera par suite, en vertu du théorème de Jacobi 
démontré au paragraphe précédent, au moyen de quadratures, 
si Ton en connaît une intégrale première, ce qui aura lieu si 
Ton connaît une intégrale première de la proposée (i). 

L'équation suivante, considérée par Malmsten, jouit des 
mêmes propriétés : 

(P) • ^?(^,y)-4'(^,r) = o. 

En effet, si l'on en connaît une intégrale première 

(Q) S^^^^'-^'"'^' 

contenant la constante arbitraire c, on pourra d*abord écrire 
l'équation (P) 

dx^dy dx^ 'p(^»j^)-o, 

et (Q) ainsi, en la différentiant, 

d^y _ <^ __ ^ Q _ 
dx^ âx ày ^ ' 
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En éliminant j-=t> on a 



dx ày* \dx ày ) ^ 



et, en différentiant par rapport à c, 



6-+- -t — - =0, 



dxdc dydc ày de 

c'est-à-dire 

donc -r- est un facteur d'intégrabilité de rf^ — ôrfjc, et la solu- 
tion de Téquation (P) s'achèvera par les quadratures. 

On voit de même que l'équation suivante, encore citée par 
Malmsten : 

^ ?(^» y ) — / 'K^» r) = o 

s'intègre par quadratures quand on en connaît une intégrale 
première. 



X. — Intégration des équations au moyen d'un facteur. 
Etant donnée une équation différentielle 

que nous supposons du troisième ordre pour fixer les idées, 
mais que Ton pourrait supposer d'un ordre supérieur, on 
pourra souvent l'intégrer en appliquant la méthode suivante. 
Posons 

àF àF ^ _ Y' 

5? " ' ôy" ' ^y ~ 

on essayera si F ne pourrait pas être, quel que soit j^, la déri- 
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vée d'une fonction f\ pour qu'il en soit ainsi, il faut que 
(t. III, p. 2l5) 

Si cette relation est satisfaite, on calculera la fonction /et 

Ton aura une intégrale 

/= const. 

de (i), sur laquelle on pourra opérer comme sur (i). Si la 
condition (2) n'est pas satisfaite, on cherchera à déterminer 
A de manière que XF soit la dérivée d'une fonction /, quel 
que soit y, alors il faudra que 






dx \ éy) "^ dx^ \ày ) dx^ \ df" ) " ^'" 



Cette équation sera du troisième ordre en X et se décomposera 
généralement en plusieurs autres, parce qu'elle doit avoir 
lieu, quels que soieniy^y, y^ etj^'". 

Théorème. — Si une équation d'ordre n peut être mise 
sous la forme 

(3) pf^^l!^_Q=o ou Pdyn-iu^qdx=o, 

P et Q désignant des fonctions de or, r, y= ^ > • ••> 
y" * = 'V^ ? il existera toujours un facteur [jl, tel que 

[L{Pdj^n-^-hQdx) 

soit une différentielle exacte. 
En effet, soit 

une intégrale de (3), c désignant une constante arbitraire : en 
différentiant cette intégrale, on a 

do do ào do 
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OU 

d(ù do do 

Cette équation doit fournir la même valeur de y" que (3); 
donc on doit avoir 

do do , do do 

dx dy-^ -T- . . . -T- ^^„_j ^ (ji^/»-i 



et par suite Téquation (3) multipliée par le facteur [ji fournira 
l'équation (5) ou (4), dont le premier membre est une diffé- 
rentielle exacte. 

£n égalant le facteur |jl à Tinfini, on pourra parfois obtenir 
une solution singulière. 



XI. — Remarque cnrieuse aa sujet des équations 

d'ordre supérieur. 

Soient 

( ?(^, r^rSy» ...,7«-»)=a, 

a et p désignant deux constantes arbitraires, deux intégrales 
d'une équation différentielle d'ordre n, Lagrange a remarqué 
que, si Ton posait 

(2) 0(a, ?) = o 

et que l'on éliminât a et p entre (i) et (2), on obtenait une 
équation 

différentielle, admettant pour intégrale le résultat de l'élimi- 
nation dej^"~* entre les équations ( 1) ; en effet, cette résultante 

(3) fi^.y. ...,yn-\oi, P)=o 
étant différentiée, on obtient une équation 

(4) M^.yy ..mJ^"-*, a, P) = o. 
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Ces équations (3), (4) sont équivalentes à (i) et (2); car ce sont 
des intégrales mises sous des formes différentes d'une même 
équation différentielle. Si l'on y adjoint l'équation 8(a, P) = o, 
on tombera donc par l'élimination de a et P sur6(îp, ^) = o\ 
(3) est donc une intégrale de cette équation. 

L'équation 6(cp, <}^)=r: o a une intégrale singulière que l'on 
peut déduire de (3), en différentiant par rapport à a, ce qui 
donne 



mais on a 



ce qui donne 



Oa '^ d^ da~ ^' 
àx d^ d^ d% "~ ^' 



Cette équation, combinée avec /=o et 0(a, P)=:o, don- 
nera par l'élimination de a et ^ une solution singulière de 

Considérons, par exemple, l'équation générale des cercles 

y"(i-4-y*)-37'y=o; 

rintégrale générale de celte équation est, ce qu'il est facile de 
vérifier, 

deux autres intégrales s'obtiendront en différentiant celte 
équation et seront 

i-+-(7 — ?)y -+-/* = o; 
d'où Ton tire 

x=x — y-y- 

L'élimination de y donne 

(07 — a)-^y(7— P) = o; 
L. — Traité d'Analyse, V. 18 
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celte équation, quand on suppose 

6(a, p)=o, 
est une intégrale de 

(5) ^(y+'-^,x-'-^y^ = o. 

La solution singulière s'obtient en éliminant a et p entre 

x — 7. 4-y(^ — P), 
0(a, p) = o, 

ce qui fournit la développante de la courbe 6(a, P) = o. On 
peut ainsi former des équations intégrables, avec des solu- 
tions singulières; mais, considérée comme méthode d'inté- 
gration, la proposition que nous venons de faire connaître 
est plus curieuse qu'utile. (Lagrange, Fonctions analy- 
tiques; — J.-A. Serret, Journal de Liouville, i""® série, 
t. XVIII.) 



XII. — Remarques sur la formation des équations différentielles. 

Nous avons déjà fait observer (p. 12) qu'en éliminant les 
constantes «,, «2? ^3? • • • » ^/i entre l'équation 

et ses n dérivées on obtenait une équation différentielle 
d'ordre n admettant pour intégrale générale l'équation (i); 
les constantes ai, a^^ . . », a,i sont les constantes d'intégra- 
tion. En procédant de cette façon, on peut former un certain 
nombre d'équations différentielles qu'il serait difficile d'in- 
tégrer directement et dont on connaît a priori l'intégrale. 
Quand on rencontre les équations différentielles que l'on a 
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ainsi formées a priori, on peut avoir la solution de problèmes 
difficiles à résoudre directement. 

C'est ainsi que nous avons (p. 88) pu résoudre des pro- 
blèmes dont la solution était formée d'une série de courbes 
homofocales, que nous avons reconnues à la simple inspection 
de leur équation différentielle- 
Une conique arbitraire peut constituer la solution d'un 
grand nombre de problèmes : ceci nous engage à faire con- 
naître l'équation difïérenlielle de ces courbes, qui est du 
cinquième ordre, puisq^ue l'équation d'une conique quel- 
conque dépend de cinq constantes arbitraires. 

L'équation d'une conique quelconque est réductible à la 

forme 

y = mx -t- nàr. /Ax'^h- lax -\- b^ 

A représentant le discriminant de la courbe; en différentiant 

deux fois de suite, on élimine m et n, et Ton a 

_ % 
y''=ûi{a'*' — b\){\x'^-hiax->rb) *, 

d'où 

et par suite, en différentiant trois fois de suite, 

Telle est l'équation différentielle des coniques, qu'il est 
d'ailleurs bien facile d'intégrer directement sous cette forme. 
Dans la parabole A = o; dans cette hypothèse, pour éliminer 
les constantes, il suffit de différentier deux fois l'équation (i) 
et l'on a, pour l'équation différentielle des paraboles, 

En développant les équations (2) et (3), on a 
( \ ) 5/"» - Zyy^^ = o 
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pour réquation des paraboles, et 



(5) 



4o/"3_ 45yy"^.v ^ ^y^ys = o 



pour l'équalion des coniques en général. 

On arrive encore à cette formule en partant de l'équation 

Aa?*H- 2Bxy -h C^*-h aDar-h ^Ey-+- F = o; 

en différentiant trois fois de suite, on élimine A, D, F et 

Ton a 

y'"(Bx -h C/ -f- E) H- 3y(B -+- C/) = o; 

en différentiant encore, il vient 

7'^(Bar + Cj^-h E)-h 4y\B -+-0/)+ SCy» = o, 

puis, en différentiant encore, 

y'{Bx-{- Cj -h E)-t- 57'^ ( B -h C/) -4- loCyy = o. 

En éliminant alors B^ -\- Cy 4- E et B + C^, on a l'équation 
des coniques sous la forme 

y 3j' o 

qui se réduit à (5) quand on développe le déterminant. Une 
méthode toute semblable conduirait à Téquation du neuvième 
ordre des courbes du troisième degré. 

Nous allons faire quelques applications de ces formules. 

Problème I. — Trouver toutes les courbes telles, que 
leurs diamètres présentent un point d'inflexion aux 
points où ils rencontrent ces courbes. 

Désignons par x^y les coordonnées d'un point de la courbe 
cherchée, et par x^y^ et ^2^2 les coordonnées de deux points 
voisins ; soient ^1 = a? -f- a -h e, ;ra = x — a + e. Si les points 
x^y^ et x^y^ sont sur une parallèle à la tangente, il est facile 
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de voir que x — x^ et a: — x^ seront à peu près égaux et de 
signes contraires, et que la difFérence 2 s sera du second ordre, 
ce qui justifie la notation adoptée. Exprimons qu^il en est 
ainsi : on aura 



or 



yi = y — {^ — t)y -^(^'- 1)^ f— — ...; 
donc, en vertu de (1), 



ou 



0=2£^ -h(a*H-3£«) -^^ -4-(4a«ÊH-4£3)_Z 



I* 



, , , 1.1 1.2.3 1.2.3.4 

-h(a*-hioa*£«-f- 5e*) \ , , -f- 

1.2.3.4 5 

Les coordonnées Ç, r^ d'un point du diamètre sont 

g'i + j^î ç^ .ri-^.r» 
2 2 

ou 

Ç = J--h£, 

ou 

(3) $ = x-l-e, 



r" 



Tj =y-Hey-h(a*-i-£«) •--- 



1.2 



-h(5a^£-Moa'e» -h £») "^ ^ 



/ 



1.2.3.4*5 
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L^équation (2) donne, comme première approximation, 






OÙ s' est du troisième ordre au moins; en substituant cette 
valeur dans (2), on a 



\ ^y ^ / i .1 1.2.3 



En bornant l'approximation au troisième ordre, on voit alors 
que e' est du quatrième ordre, et, en bornant alors l'approxi- 
mation au quatrième ordre, on a 



/ QL^V"' \« V"' 



3 



6y " / 1 . 9. . 3 . 4 I . îA . 3 . 4 • 5 ' 

d'où l'on tire, aux termes du cinquième ordre près, 



y \ jiy^ 36^ 1 20 / 



ou 



\ '^'i.y^ 36^* l 'loy ] ' 

donc enfin 



%v"' / v'"3 ^'"yiv yt 



(5) ^ = ^"""6/" ~''A723^ """ 36y» vioy 

On aura ensuite, au lieu de (4), 

' ~*^ -^ L cy \T^/' 36y» ^ i2oyyJ 

36X*/ 1.2.3 \ i^y 1 1.2.3.4 



-H -^^ — ( a^ H- a< 
1 .2 



si Ton forme alors l'équation 

doi^ doL rfa* doL 



~ o, 



ÉQUATIONS d'ordre SUPÉRIEUR NON LINÉAIRES. 279 

qui exprime que le point {x,y)Q. une inflexion, et, si Ton fait 
a =: o dans le résultat, on trouve 

4oy"3 _ 45yyy 4- gy^y = o. 

C'est Téquation générale des coniques. 

Problème IL — Trousser une courbe qui ait en chaque 
point une conique ayant avec elle un contact du cin- 
quième ordre. 

En mettant le problème en équation, on tombe encot'e sur 
l'équation générale des coniques. 

Problème III. — Trouver toutes les courbes dont les dia- 
mètres sont rectilignes. 

Ce sont, d'après le problème II, des coniques ; ce théorème 
a été démontré pour la première fois par M. Bertrand, dans 
le Journal de Liouville. 

Problème IV. — Trouver toutes les courbes rencontrées 
par leurs diamètres en des points tels que, si l'on y mène 
la tangente au diamètre, cette tangente soit parallèle à 
une direction fixe. 

L'équation difi^érentielle du lieu est celle des paraboles. 

Problème V. — Trouver une courbe dont tous les points 
sont des sommets. 

L'équation du problème est 

(I) y"(i-^y«)-3yv=o; 

or, quand on cherche l'équation difiiérentielle des cercles 

en éliminant a, p, R, on trouve précisément l'équation (i); 
donc les seules courbes dont tous les points soient des som- 
mets sont des cercles. 
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La tangente au diamètre d'une courbe au point P où ce 
diamètre rencontre la courbe est ce que Ton appelle Vaxe 
d'aberration en ce point P, l'angle 9 que cet axe fait avec 
la normale en P est donné par la formule 

tange=/-(î^tp2:^; 

enfin le centre de la conique osculatrice en P, que l'on appelle 
centre d'aberration, est sur l'axe d'aberration. esr appelé 
Vaberration en P. 

Si donc on demande une courbe dont l'aberration soit 
toujours nulle on trouvera un cercle. 



XIII. — Application de la théorie des équations différentielles 
à la recherche des intégrales définies. 

Une méthode assez féconde pour trouver la valeur des 
intégrales définies consiste à les considérer comme fonc- 
tions d'un paramètre, et à chercher une équation différen- 
tielle facile à intégrer à laquelle elles satisfassent. Voici 
quelques exemples de cette méthode. 



Soit 






• . «' 



on en tire 



-/ 







• . a' 



du r- ~x''-^.dx 



da ./q a?* 



CL CL dx 1 

ou, en posant - = /, — ^ = — a/, 



X x^ 



par conséquent 



et 



du r* -/«-^^ 



du 



u = ce-*^, 
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c désignant une quantité indépendante de a; on a donc 



/ 

t/n 






Faisant a = o, on a 

Jf e^^^dx = c, 


ou c = ^—; on a, par suite, 



X 



e x*dx =^^— e-*«. 



Considérons encore l'intégrale 

"^cosax dx 






I -h J7» 

" — n 

on a 

d^^_ r^^ x^cosaxdx 
da^ ~ .7 n- a:* 



= — / cosaxdx-^- I — 

J-n J-n ' 



^ — n "^ — /i 

c'est-à-dire 

d^u sina/i 



= — 2 h u. 



da^ a 

Intégrons cette équation : nous aurons 



M = A e<» -f- B e~^ — e« 1 e-« aa 

-A) « 

/''sina/i , 
c« aa, 
a 








A et B désignant deux quantités indépendantes de a. Posant 



na = 5, on a 



u— A c« -h B <?-« — e^ I e "dz 



r""sîn 





na 



^f. 



e-« / e "dz, 
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Pour a = o, a = 2 arc lang/i, et -7- = o 5 donc 

2arc tang/i = A -f- B, o=A — B; 
par suite, 

r sin5 — , 
I e "az 

"^ 

r Sin-3 - , 



X 







Supposons rt >► o et faisons /i = 00; nous aurons 

u = - (e«-h e-«) — e« - -h e-« - — ^re-**; 
Si 22 

-si, au contraire, a était <Io, on aurait Tie'* : ainsi l'on a 



— 90 



dx — T. e~^ , 



suivant que a est négatif ou positif. 

La même méthode pourrait servir à la détermination d\in 
grand nombre d'intégrales définies, connues pour la plupart 
au moyen d'autres méthodes. Nous n'insisterons pas davan- 
tage sur ce sujet. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit propor- 
tionnel au carré de la normale. 

2. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit 
proportionnel à une puissance de l'ordonnée. Quelles sont les 
valeurs de cette puissance pour lesquelles on peut achever les 
calculs? 

3. Trouver une surface de révolution, qui en chacun de ses points 
ait deux rayons de courbure égaux et de signes contraires. (Le méri- 
dien est une chaînette.) 
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4. Trouver un conoïdc, ayant en chacun de ses points deux rayons 
de courbure égaux et de signes contraires (hélicoïde). 

5. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit égal à celui 
de sa développée ou de la développée de sa développée. 

6. Trouver une courbe dont l'arc soit égal à la sous-normale. 
(S'intègre au moyen de quadratures.) 

7. Trouver une courbe dont l'arc soit proportionnel à la nor- 
male (id.). 

8. Former l'équation générale différentielle du quatrième ordre 
qui appartient à toutes les hyperboles équilatères, et intégrer cette 
équation. 

9. Former l'équation générale des coniques circonscrites à un 
triangle donné, et trouver l'équation différentielle de ces coniques; 
intégrer ensuite cette équation différentielle. 

10. Trouver une courbe dans laquelle la projection du rayon de 
courbure sur un axe fixe soit constante. 

il. Trouver une courbe telle que la somme des projections de son 
rayon de courbure sur deux axes rectangulaires soit constante. 

12. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit dans un 
rapport constant avec celui de sa développée. 

13. Voici quelques formules utiles pour résoudre un grand nombre 
de problèmes sur les rayons de courbure : soient/? la distance de l'ori- 
gine des coordonnées à la tangente à une courbe au point (a:, ^), 
ds l'élément d'arc de cette courbe, R son rayon de courbure, 
a l'angle que la tangente fait avec l'axe des x : 

dp . . dp 

x—pcosT. r-sina, v = />sinaH — ^-cosa, 

"^ dt d:L 

p = arcosa -i-j^sina, 

ds --'- p d% -r- d -j- i R = n -h -r-^ . 

^ d% dir 

14. Trouver une courbe dans laquelle l'arc soit proportionnel à la 
distance d'un point fixe à la tangente, comptée sur une droite passant 
par le point fixe (courbe de poursuite) {voir n* 13). 

13. Soient R le rayon de courbure d'une courbe et 3 l'angle qu'il 
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fait avec un axe fixe; trouver une courbe, telle que 

F(?, R) = o; 

si R = a C0S/7Î [ P )» Ï8i courbe est une épicycloïde {voir n* 13). 

(Tisserand, Exercices.) 

i6. Soient s l'arc d'une courbe, a l'angle que la tangente fait avec 
l'axe des x : déterminer cette courbe sachant que 

F(a, *) = o; 

s = aoi donne un cercle, s = a tanga donne une chainetle, 

s = a cosma 

donne une épicycloïde {voir n° 13). (Tisserand.) 

17. Trouver une courbe telle qu'entre son rayon de courbure R 
et celui de sa développée R' il existe la relation {voir n° 13) 

Rî R» 

on doit trouver une épicycloïde. (Tisserand.) 

18. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soil 
proportionnel à la distance d'un point fixe à la tangente (i»0£> n* 13). 

19. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soil 
proportionnel au carré de la distance d'un point fixe à la tangente 
{voir n° 13). 

20. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit 
quadruple de la normale. 

21. Trouver une courbe dans laquelle Je rayon de courbure/? soit 

une fonction du rayon vecteur r. 

r dr 
On s'appuiera sur la formule p = —. — > où/? est la perpendiculaire 

menée de l'origine sur la tangente. 

22. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit 
proportionnel au rayon vecteur {voir l'exercice précédent). 



23. Intégrer 
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24. L'équation 

d\y AjK 

dx^ {a -hibx -}- ex*)* 

s'intègre en posant y = e^" ; elle devient alors, 

dz , A 



dx {a-^ibx ^r ex*)*' 

un en a une solution 

_ b -h k -^ ex 

'^ "" a -h ibx H- ex* 
où 



k = ^b* — ac -h A. 

(LiouviLLE, son Journal, i" série, t. IX.) 
âo. L'équation 

d*Y m-^\ I dy\* . , , ,, 

-^ dx* ni-^o. \dx] ^ ' 

peut s'intégrer par des quadratures, m, a, 6, c étant des constantes 

26. Déterminer une courbe telle que, si l'on forme sa transformée 
par rayons vecteurs réciproques par rapport à un point 0, son rayon 
de courbure en M et le rayon de courbure de sa transformée au point 
correspondant M' aient un rapport constant (Concours de Licence, 
octobre 1875). 

27. Si y — f{x) est une intégrale de l'équation 

dx^ dx \dx*J \dx)^^-'^'' 

sera aussi une intégrale, a, 6, c désignant des constantes arbitraires. 
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CHAPITRE VI . 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. 



I. — Ëqnations simultanées du premier ordre. 

Un système d'équations simultanées du premier ordre peut 
toujours être, théoriquement au moins, résolu par rapport 
aux dérivées des fonctions inconnues Xt, x^^ . . ., x^ prises 
par rapport à la variable indépendante x\ il peut alors être 
présenté sous la forme 

^'^ ~di~^'' Hx-J''' '-' ~d^-J''' 

fs'if'i'^ ' • "I fn désignant des fonctions de ^i, ^2? ...,^«61 
X, Rien n'empêche de poser, et cela d'une infinité de 
manières, 

. Xi - Xj - Xrt 

Xi, Xa, . . ., Xrt désignant des fonctions de x^, Xj, 4 . ., 
Xn^ Xy dont l'une, par exemple X, peut être supposée égale 
à un ; les équations (i) prennent alors la forme plus symétrique 

. dx dxx dxfi 

(2) -rr- — "y • • • — '^ • 

Parfois les équations simultanées du premier ordre affectent 
une forme moins simple; en combinant, en effet, les équa- 
tions (2) par voie d'addition, on peut les mettre sous la forme 

iPi dxx -h Pj dxi -f- . . . -f- P„ dxn -h P dx = o, 
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P<, P2, . . . , Qi, Qi, . . . désignanl toujours des fonctions de 

Ou\^ «1/2} • • • > **^ n y *^ • 

Nous rappellerons que les systèmes équivalents, (i), (2) ou 
(3), admettent en général une solution (p. 12) renfermant n 
constantes arbitraires ; ces constantes sont les valeurs que Ton 
peut attribuer, arbitrairement à Xt, ^2, • . ., ^/i, pour une 
valeur arbitraire de x, auxquelles on donne quelquefois le 
nom de valeurs initiales des inconnues Xt, x^y • • . , Xn» 

Les solutions des équations (i), (2) ou (3) se présentent 
parfois sous la forme 

illl( X\^ X^, • • * 1 ^m ^j ^1» Cj» • • • 5 ^n) ^^ 0> 
"ïV'^lï *^2> • • • ? ^nj ^> Cj, C2, . . . , C/i ) = O. 

C|, C2, *.»,€„ désignant des constantes arbitraires, qui natu- 
rellement dépendent des valeurs initiales des inconnues. 
Pour que ces constantes puissent être considérées comme 
distinctes, il faut que Ton puisse les choisir de telle sorte que 
pour^ = x^ par exemple, x^ étant arbitraire, on puisse tirer 
des équations (4)? solutions de (1), des valeurs données arbi- 
trairement à l'avance pour Xt, x^y • . . , x,i. 

Les équations (4) constituent V intégrale générale du 
système (i). Indépendamment de celte solution, le système 
(i) peut, comme on Ta vu, admettre des intégrales singu- 
lières. 

Rappelons encore que, si Ton résout, théoriquement au 
moins, les équations (4) par rapport aux constantes, chacune 
des équations ainsi obtenues 

sera ce que Ton appelle une intégrale du système (1). On a 
vu (p. i5y que la condition nécessaire et suffisante pour 
que <p = c soit une intégrale du système (i) est que o soit 
une solution de Téquation aux dérivées partielles 

do do ()o 



288 


CHAPITRE Vl. 


ou 






do do do 
X -4- X| . H-...H-Xn . 
dx dxt dxn 



= o, 



ce qui peut permettre quelquefois de découvrir des intégrales 
du système (i). 

Enfin, pour terminer ces généralités, disons que l'on appelle 
encore intégrale du système (i) toute équation que l'on peut 
supposer déduite de la solution générale (4) et qui ne ren- 
ferme qu'une seule constante arbitraire. 

II. — Facteurs d'intégrabilité. 

On ne sait intégrer qu'un très petit nombre d'équations 
différentielles simultanées. Nous signalerons quelques procé- 
dés généraux, qui malgré leur peu de puissance peuvent 
rendre des services au calculateur. 

Voici, par exemple, un théorème remarquable dont nous 
ferons usage un peu plus tard : 

Théorème. — Soit 

iPirfj?! -h Pjc^iCj-i-. . .-h P„rfj?rt, ou "^ A=o, 
Qiûtri-+-Qjrfj?j-i-.. .-h Q;irf;rrt, ou B=o, 
> 

un système de n — i équations différentielles entre n 
variables X s , X2, . . . , Xn, les lettres P|, P2, • • • , Qi, Q2, • • • 
désignant des fonctions quelconques de ces variables; 
il existe n — i systèmes de facteurs \ [jl, . . . , tels que 
AX + B[JL -}- . . . soit une différentielle exacte rfcp, en sorte 
quCy si Von peut connaître l'un de ces systèmes^ de do = o, 
conséquence de (i), on déduira immédiatement l'intégrale 
o = const. 

Soient, en effet, 

(2) <?l=Ci, Cfî=C2, ..., On-l=Ca-i 
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les intégrales de (i); c», C2, • • • désignant des constantes, on 



en tire 



(3) ( d<p, ()35 <)o, 



et ces équations doivent- être identiques (i), c'est-à-dire four- 
nir pour les mêmes valeurs de Xi, x^^ ..., Xn les mêmes 

valeurs de -7-^> -.— y • • • ; les formules (3) doivent donc être 

des combinaisons linéaires des formules (i), et, par suite, on 
peut poser 

-r- dxx -+- 'J— dxi -h ... H- -r— dxn = X A -h a B -h . . . , 
dxx dxi ' dxn 

X, [JL, ... désignant des facteurs convenablement choisis. 
Cette équation est de la forme 

r/o) = X A -h [X B -4- . . . ; 

les formules (i) multipliées par des facteurs convenables et 
ajoutées doivent donc fournir des différentielles exactes. Il 
est clair d'ailleurs qu'il doit exister n — i systèmes de facteurs 
simultanés donnant n différentielles exactes qui, intégrées, 
fournissent les n intégrales du problème. 

Il y a plus, soient X|, [jL|, v^, ... le système de facteurs 
qui réduit âXi + BjjL| +. . . à la différentielle ofcp,; )v2,|Ji2, . . . 
le système de facteurs qui réduit W^ -h B [Xa -H . . . à la diffé- 
rentielle rf'^a» - . • , de telle sorte que 

soient les intégrales du système (i). Il existera une infinité 
d'autres systèmes de facteurs d'intégrabilité ; en effet, soit 
*(?n ?2> • • • j ^n-.\) ^^^ fonction quelconque de cp^, '^j, ... ; 
l'expression 

L. — Traité d* Analyse, V. 19 
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sera une difierentielle exacte, et, par suite^ il en sera de 
même de 






ou de 



on a donc un nouveau système de facteurs. 

Quoiqu'il soit impossible de donner des règles pour la 
recherche des facteurs d'intégrabilité, il suffit souvent de 
savoir que ces facteurs existent pour en découvrir, à simple 
vue, quelques-uns. 



III. — Équations linéaires simnltanôes. 

Des équations simultanées sont linéaires quand les incon- 
nues et leurs dérivées n'y entrent qu'au premier degré. La 
forme la plus générale d'un tel système est évidemment 

_ 4- P, X -h Qi ^ -4- . . . -f- R, ^ = Si, 
dy 

(i) / 'Je -^^t^-^Qt^-^'-'-^^i^^^u 



dz 

■^ -+-P/,3r-hQ„^4-...-hR„;5 = Sn, 

OÙ P«, Pa, . . . , Qi, Q2, . . ., Si, Sa, . . . sont fonctions de / 
seul. Pour les intégrer, multiplions chacune de ces équations, 
à l'exception de la première, par des facteurs [jl, . . . , v et 
ajoutons-les; nous aurons 

■^ -H fx -^ -h. . .-h V -^ -i- ar(P, 4- P, {x + . . .-+- P„v) 



^(Ri-h Ri|JL-+-...H- R„v) 
(Si -hSi ji. 4-. ..-f- SrtV) = o. 
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Si nous posons alors 

Pi -+-Pî(i -+-... -t-P«v =jP, 
(2) { Ql-+-QtlA-l-...-i-QnV = y, 



St -f- Sj {A -4-, . .-+- S/,V = 5. 

L'équation précédente deviendra 
du dix dv 

et, en remplaçant x par sa valeur déduite de (2), 
du d\k û?v , . 

c'est-à-dire 
du /du. \ l d^ \ 

Maintenant, profitant de l'indétermination de [x, . . . , v, 
posons 

. _ . du. d^i 

(3) ^^H-/?[A — ^ = 0, ..., ~+/>v — r = o; 

nous aurons 

du 

ou 

u = e-^P^^ I se^P'f'dt, 

Les équations (3) feront connaître les ;i — i facteurs [x, v, . . . , 
et, par suite, on connaîtra w, n systèmes de facteurs [x, . . . , v 
feront connaître n valeurs de u et les formules (2) donneront 
n équations de la forme 

^ ■+■ [f-ty -4- . . . -h V, ^ = Mj, 
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d'où Ton conclura x^y^ ...,:?. Mais les équations (3) seront, 
en général, difGciles à intégrer; elles sont du second degré 
en [JL, . . . , V et simultanées : toutefois on n^a besoin d'en con- 
naître que n solutions isolées. La méthode que nous venons 
d'indiquer, due à d'Alembert, est plus curieuse qu'utile; elle 
réussit cependant assez bien dans le cas où le système (i) se 
compose de deux équations; on n'a alors qu'un seul facteur 
à déterminer : le système se réduit alors à 

-^- -f- |xPi 4- [x^Pj = Q, -h Qî [x, 

équation que l'on sait intégrer quand on en a une solution 

(p. 62). 

IV. — Équations linéaires à coefficients constants. 

Lorsque les équations linéaires données sont à coefficients 
constants et homogènes, par rapport aux dérivées et aux 
inconnues, il n'est pas nécessaire d'avoir recours à la méthode 
de d'Alembert pour les intégrer. 

Considérons, par exemple^ les équations à coefficients con- 
stants aij 

_- = ail a:*! 4- an rj -+- . . . -t- axn J",*, 



pour les intégrer, on posera, '^ el s désignant des constantes, 
(2) j7i = Yie'S J'i^Yî^*'» •••» •r;, = Y«e*'; 

les équations (i) deviendront alors 

I («11 — 5)yi -h «lîYï -+-•••-+- «i«Y/» =0, 
\ a,iiYi-+-a/iîYî"^- ••^-(^/i« — *)T« = o, 
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el, si Ton peuly satisfaire, on aura des solutions de (i). Or on 
les résoudra en calculant d'abord s au moyen de Téquation 
obtenue en éliminant les quantités yo "^-ij • • •? Y/o ^ savoir 



(4) 



an — s «Il . . . ajrt 
^ti ^iî — "S • • • ^î/i 



^/*I <^//l • • • ût/,/1 — s 



= o, 



que nous représenterons aussi par S = o. Cette équation 
aura ordinairement ses racines distinctes : en les appelant 
5i, 52, . . . , 5„, chacune d'elles, portée dans les formules (3), 
permettra de calculer les rapports Y< ' Y2 1 Y» ' * * • • Y" » ^'""^^ 
de ces quantités sera donc arbitraire ; chaque racine 5 de S := o 
fournira donc une solution des équations (1) renfermant une 
constante arbitraire, et, en ajoutant les solutions ainsi trou- 
vées, on aura l'intégrale générale cherchée; ainsi x^^ x^, • • • 
sont de la forme 



les Y/y désignant des constantes dont n sont arbitraires. 

Mais notre théorie est sujette à des restrictions. Deux choses 
pourront la faire tomber en défaut : 1° l'équation S = o 
pourrait avoir des racines égales ; alors, s n'ayant plus n va- 
leurs, on n'aura plus n systèmes de valeurs pour les quan- 
tités Yoî 2** il pourrait arriver que les équations donnant 
les Yi7î à savoir les équations (3), fussent indéterminées et 
il semble queFint^'^grale puisse contenir plus de n constantes 
arbitraires; mais ce fait seul, par son absurdité, laisse à 
penser que l'équation S = o devra avoir des racines mul- 
tiples : c'est ce que l'on va vérifier. Si les équations (3) sont 
indéterminées, examinons le cas le plus simple, celui où 
tous les mineurs du premier ordre de S sont nuls, sans que 
tous ceux du second le soient; nous aurons 



dS dS d(au — s) 
ds ^ é{aii — s) ds 


dS datj 
daij ds 



I • • • f 
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c'est-à-dire 

dS àS dS dS 

(5) -J7= — 



il en résulte que --r- est nul, puisque tous ses termes le sont, 

donc S = G a une racine double. On verrait de même que, 
si l'indétermination des formules (3) était plus grande et que 
les déterminants du second ordre de S fussent nuls, S = o 
aurait une racine triple, etc. ; cela revient à dire que si deux, 
trois, etc., des quantités y^, Y2, ..., yw sont arbitraires, 
deux, trois, etc., racines de S =0 deviennent égales : il n'y 
a donc pas à craindre qu'il s'introduise trop de constantes 
arbitraires dans la solution. 

Mais il pourra très bien arriver que l'on ait -y- = o, sans 

que les déterminants mineurs de S soient tous nuls : notre 
méthode tombera alors en défaut; je dois faire observer seu- 
lement que, si le déterminant S est symétrique, c'est-à-dire 
si aij^= aji^ elle ne tombera pas en défaut. Dans ce cas, en 
effet, on a vu (p. 288, 1. 1) que, si l'équation (4) a des racines 
doubles, les mineurs de S sont nuls, etc. 

Supposons S racine d'ordre de multiplicité A* de S = o, on 
trouvera comme il suit k solutions distinctes de (i) : en posant 
toujours 

(2) a?, = Yie*', ..., j:,i = y««*'> 

les équations (3) donneront si Ton veut, en écrivant- — au 

lieu de -^ ^^ > 

d{au~s) 

' oaii ' Oaii * àain 

mais on a identiquement 

«ii(Ti«*0-*-----^«i«(ï«c*')--^(rie^O 

= «*'f(«ii — *)Ti-+-«hYï-^-. .-4-«i«T/»] 

./F/ N ^S dS dS -] 
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c'est-à-dire 

«îiYiC*' -+-... ''^^ =0, 



Différentions ces idéalités k — i fois par rapport à s : nous 
aurons, en général, 

an^,Cr.e")+...-£%^=(S^'-H»SU'-.-^...)«", 
à' , ,,, à' rf(Yie") 



S étant racine d'ordre A" de S = o, on voit que S, S', . . . , 
S*"* sont nuls et que non seulement 

seront solutions de (i), mais qu*il en sera de même de 

pour i = 1 , 2j 3, . , *, k — I . Nous indiquerons tout à l'heure 
une méthode générale due à Cauchy applicable à tous les cas. 
{Voir un Mémoire de M. Sauvage, Journal de Mathéma- 
tiques pures et appliquées, 3° série, t. X ) 



V. — Extension ans équations d'ordre supérieur. 

La méthode précédente s'applique encore aux équations 
d'ordre supérieur, soit directement, soit en les remplaçant par 
des équations du premier ordre; considérons, par exemple, 
les équations 

dt^ -^•^' dt^ "-^^» 
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on les ramène au premier ordre en posanl 

dx , dx' , 
-=x, -5^= AT, 

dt ""•^' dt ^'^• 

Mais il vaut mieux poser immédiatement 

X = Pi «•*', y = Be^'; 

on aura alors, en portant ces valeurs dans les équations pro- 
posées 

As^—kB =0, 

B5« — AA =0; 
Féliminalion de A et B donne 5* — A"2 = o, ou 

on en conclut les solutions 



X = Ac'^ -+- A, e-'*^^ -h A, cos t )/k -4- A3 sin t >/k. 
yz=:Ae^^^-h Aie-'*'* — A, cos / /Â — A3 sin t /Â. 

VI. — Méthode de Canchy. 

Cauchy a perfectionné la méthode précédente et il a donné 
des formules qui permettent d'intégrer immédiatement les 
équations 

€lXi 



dt 
dxf 

(i) { "5r 

dXn 

dt 



= «Il a?i -^ rtjj iFj -h . . . -♦- atn ^/ij 
= «rti a^i -h a„t Tj -h . . . H- a„n Xn, 



considérées tout à Pheure, surtout quand Téquation en s, qu^il 
appelle Véquation caractéristique, a des racines égales. 
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Soit 



F(5) = 



an — 5 «ij 
«Il «lî — * 



«1/1 
«j« 



• ••■• ■•• 



«rtt 



«/Il • • • «/i/i — * 



les solutions sont, en général, de la forme 

Ti = Al C*i '1 -h Al c*» ^ -4- . . . , 

5|, 52, ... désignant les racines de F(5) = o; on peut donc 
écrire 



(2) 



^^^ p^As)est 



^ ?{s) ' 



a?j 



= r 



ôj(5)g*' 



O F(5) 



portant ces valeurs dans (i), on voit que ces équations seront 
satisfaites si Ton a 



r (^ ~ «11)^1 — «itQt—- • -— «i«Q/t ^gf __ ^ 



L 



F(0 



c*' = o, 



Pour satisfaire à ces dernières équations^ il suffit de poser 

(s — a,,)ô, — aiiOj — . . .— a,;,0« = a, F(5), 
— «iiOi -+-(* — a„)Oj — ... — a,«ô«= a,F(5), 



ai, a,, ... désignant des constantes arbitraires. On tirera 
de ces équations des valeurs entières pour 0«., O27 • • • t 6// de 

la forme 

ôi = Oii(5)ai-+- Ou(5)a, -H. . .-f- <fi»(s)art, 

e, = o,i(5)3t, -4- <pu(5)a, -f-. . .4- 9irt(5)at«, 



les polynômes 'fij{s) seront de degré n — 2 en 5, à l'exception 
des polynômes <p/i, où i=j\ qui seront de degrés n — i . 

Ainsi nous avons pour toutes les formes possibles de 
l'équation caractéristique des solutions des équations (i) 
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reafermant n constantes arbitraires a,, aj, ..., a^; car, s 
restant indéterminé, les mineurs de F(5) ne sauraient être 
tous nuls. 

Il y a plus : pour ^ = o, X\.^ X2^ . • . , ainsi déterminés, se 
réduisent précisément à a,, aj, .... En effet, (2) peuvent 



s'écrire 






or, pour ^ = 0, 

C ?ll(^)3ti-h«pij(5)aj 

or* = J • • • • I 

* (^ V{s) ' 

mais, <pi2î ?i3) • • • étant de degré n — 2, 

rîiî — r lii — 

et «Pu étant de degré n — i, X-p — r sera égal au rapport 

des coefficients des termes des degrés les plus élevés dans <pn 
et F ; or ce rapport est un, donc x^ = ai , pour ^ = o. 

c. Q. F. D. 

""'-L F(5) ^ ' 

seraient des solutions de (i) se réduisant à ai, a^, . . • pour 
i = t^, 

La même méthode peut également servir à intégrer des 
équations d'ordre supérieur sans qu'il soit nécessaire de les 
remplacer, comme on l'a montré au paragraphe précédent, 
par des équations du premier ordre. 

Considérons, par exemple, les équations suivantes 

(3) ^^ = B'^4-A>-f- B-2, 

^=B':r-4-B>^+A''^, 
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OÙ A, A', A", R, B', B^' désignent des constantes; posant 
a: = 6|e*', j^== 62^% ^ = 83^*'; ^, JS '3 satisferont aux équa- 
tions (3) si Ton a 

I(A — 5«)ei+ B'ej-^B'e3 = o, 
B'ei-i-(A'-5«)e,-+-Be, =o, 
B'e,H-BO,-+-(.V— *«)Ô3 =0; 

s sera déterminé par Inéquation caractéristique du sixième 
degré 

F(s) = 5« — (A -t- A'-t- A')*^ 

-h (A A' -h A' A' -4- A'A - B»— B'* — B'»)*^ — A = o, 

A désignant le déterminant des coefficients de x^ y, z dans 
les seconds membres de (3), et 61, 9j, B3 seront: alors déter- 
minés par les équations (4)* Mais on peut aussi satisfaire aux 
équations (3) en prenant 

__ r^^^isYe^ _ pe,(5)^^' _ P 03(5)6*' 

•^-ô F(5) ' ^- L F(.) ' """"C^^FÔÔ"' 

f)i, Oo) ^3 étant déduits non plus de (4); mais de 

(A~5«)0i(i')-B'e,(5)H-B'03(5) = (a,*-+-?,)F(5), 
B-6,(5)-+-(A'-5»)e,(5)-^BÔ3(5) =(a,5-4-?OF(*)> 
B'0,(*)-+-Be,(5)-t-(A''~5î)63(O =(a35-;-p3)F(*); 

on tire de là, pourOi, 629 ^3) des valeurs qui sont entières en s : 
par exemple 

e, = (ai5 4-pi)?i(5)-f-(aj5-h3,)tpt(5)-h(a35-+- j33)o3(5); 

'fi(jf) est du quatrième degré, 5)3 et (^2 sont seulement du 
second degré; donc la valeur de x se réduira à 

c^ F(f) ' 

et, pour f = 0, à 

p (gt5 4-pi)cp(j) 
C/ F(5) 



300 CHAPITRE VI. 



Le coefficient de x^ dans cp(5) est i , il n'y a pas de terme en 

dx 
~di 

(a,5«-4-p,5)e*'cp,(5) 



^', donc X se réduira à ai pour ^ = o, -7- est égal à 



L 



F(5) 



donc, pour j; = o, il se réduit à fi|, etc. Le choix des coeffi- 
cients A, B, ... permettra de vérifier les résultats pour le 
cas où F (5) a des racines multiples. 

VII. — Équations linéaires non homogènes. 

Occupons-nous maintenant des équations linéaires par 
rapport aux fonctions inconnues et leurs dérivées mais non 
homogènes; elles peuvent se ramener à la forme 

-^^' — ûTiiXi -+-ai,a7i H-, ..-4-ai„a?« -4-/1 (/), 



dx 

Nous supposerons que l'on soit parvenu à trouver /i solutions 
distinctes de ces équations dans l'hypothèse où 

soient 

[Xi=Xu^ Xi= X^lj ..., Xn= x„i, 

(a) I • , ..., 

\ a^i = Xiff, X% = a?j/i, > . • ) ^n = ^nn 

ces solutions; soient A|, A2, ..., A,, des constantes arbi- 
traires ; 

/ Xx = Ai.ri, 4- Aia*|j -f-. ..-4- A;,a?i«, 



\ a?;, = Aia?,ii-h AjaTflj-i- .. .-+- A„a7„„ 
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constitueront une nouvelle solution qui sera évidemment la 
solution générale, puisqu'elle contiendra n constantes Â|, 
Aj, . . ., A«. Pour que les solutions (2) soient distinctes et 
que (3) soit réellement la solution la plus générale, il faut 
que, pour t = t^^ X\^ x^^ . . . puissent être choisis arbitrai- 
rement par un choix convenable des A; c'est ce qui aura lieu 
en vertu des formules (3), si le déterminant 



2 



ÛZXiiXit, . .Xnn 



est différent de zéro pour t = t^, ce que nous supposerons. 
Appliquons la méthode de la variation des constantes et 
essayons de satisfaire aux équations ( i ) à l'aide des for- 
mules (3), mais, en y supposant les quantités A fonctions 
de /, nous aurons 

dxi dXu ^ ^4 <^'^\n ^^ d\x . _^^ dkn 



dXg _ . dXni , . . dXna , ^ ^^i dkg 

~dt " ' ~dt~ '^'•''^^''~ dt"^ ^"' ~dt -^- • -"^ ^'»« "dï 



En portant ces valeurs et les valeurs (3) de j?<, Xa, . . . , x,,, 
dans(i), celles-ci deviennent, en observant que les xi^ sont 
des solutions dans l'hypothèse /i = o, /a = o, . . . , y„ = o, 



(O 



dk I dKn r , ,\ 



dk\ dkn __ f f\. 



de ces formules on tire -^> -j-i •••1 puisque le détermi- 
nant -Vd=j:n Xi2 ••• Xnn n'est pas nul, et la solution 

s'achève par les quadratures. 

Lorsque les coefficients a/y se réduisent à des constantes, 
nous avons vu que l'on trouvait facilement des solutions par- 
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ticuiières dans l'hypothèse /, =/2 =•••= o; la méthode 
précédente sera donc toujours applicable à ce cas. 
Dans le cas où les aij sont constants et où 

/i = /i = • • • = y» = o, 

nous avons trouvé avec Cauchy au paragraphe antéprécédent 



x^ 



Xi 






Si maintenant, en supposant ai, as, ... fonctions de Cy on 
essaye de satisfaire aux équations (i), on trouve, en appli- 

quant la méthode de la variation des constantes, que a'^ = -r^j 

a'^, ... doivent satisfaire aux équations 



On satisfait à ces formules en prenant pour \es dérivées a^- les 
valeurs 

a; = -c-*('-'o>/,(/), 



car elles se réduiront, en observant que ^ij(s) quand /^y est 
de degré inférieur de deux unités à F (5), à 

ou à des identités. On aura donc 

a, = — / e-^^V--^o^/i ( (jl) rffx 4- const., 

aj= — / e-*f|A-V/j(jx)t/fx-+- const., 
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et, par suite, les solutions du système (i) sont 



"'--<Î^X PC) 

Xi 



e»(t-|D d^L, 



'0 



Pour C = /o) ces solutions se réduisent à zéro; pour avoir des 
solutions se réduisant pour < = ^o ^ ^u ^2» • • • , il suffira d'y 
ajouter les solutions qui se réduiraient à ces quantités pour 
/i =/2 = . . . = o. Ainsi ces solutions seront 



Xt 



Cl F(s) 



VIII. — Antre manière de résondre la qnestion. 



Pour intégrer le système 

dxi . 

/ V / -jT = <^îi^i -H., .-r-aî^ar;, -4-/1, 



dx 

~~dt ~ ^"* ^1 -H ... -H dnn^n -^fii 



déjà considéré, on peut encore employer une autre méthode 
qui laisse une certaine latitude au calculateur : elle consiste 
à chercher les multiplicateurs du système (i). A cet effet, 
multiplions la première équation par X|, la seconde par \^ et 
ajoutons : nous aurons 

. \ i ^1 d^\ "H ^ j dxx -f- . . . 
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Pour que le premier membre de cette équation soit une diffé- 
rentielle exacte, il faut et il suffit que l'on ait 

dlj _ d\j 
dxj dxi 

on satisfera à ces équations en supposant les facteurs \ fonc- 
tions de la seule variable t et en les déterminant par le mo^^en 
des formules 

(3) { û?X, . . . 

-j- -f- au Al 4- a, j A, -f- ... -h a,tj A;, = o, 



ces équations sont linéaires et homogènes. Il suffit, pour pou- 
voir trouver une intégrale de (i), d'avoir une intégrale parti- 
culière de (3); il y a plus, même en supposant /i, /a, . . . 
nuls, on peut à l'intégration des équations (i) substituer celle 
des équations (3) qui peut être plus facile. 

Lorsque /i =/2 = . . . = o, il est bon d'ojjserver que de 
(i) et (3) on tire 

et, par suite, 

Xid?! 4- XjTj -f". . .-h \n^n == COnst., 

ce qui est une intégrale du système (i), (3). 

IX. — Sur un système à trois fonctions inconnues. 

Lorsque l'on rencontre des systèmes d'équations de la 
forme 

dXi v' 

OÙ les a/y désignent des quantités constantes, on réussit quel- 
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quefois à les intégrer en prenant pour x^, X2', • • • des fonc- 
tions doublement périodiques de t de mêmes périodes. 

Considérons, par exemple, le système suivant que Ton ren- 
contre dans la théorie du mouvement des corps solides 



(1) 



dx 
dt 


= «75, 


dy 

dt 


= ^xz. 


dz 
dt 


= ï^r» 



a, ^, Y désignant trois constantes. On intègre ce système, en 
prenant pour a:, y, z des expressions de la forme 

^ = A sn(^/ -4- A), 
^r= Bcn(^^-f- A), 
z = Gdn(^/-h/i), 

A, B, C, gy h désignant des constantes, ainsi que le module 
k des fonctions elliptiques. Nous aurons (t. IV, p. 198) 

dx 

-^ = kgcxï{gt-\-h)àiï(gt-\-h), 

dz 

-^- = — Cgk^ sï\{gt ^ h) cn( gt -^ h)\ 

en portant ces valeurs dans (i), ce système sera évidemment 
satisfait, si Ton détermine les constantes A, B, C au moyen 
des équations 

(a) A^=a, B/r = -p, Cgk^ = -^\ 

on aura donc la solution générale 

o 

3 
r = — ~cn(^'-^-^0» 

o 

L. — Traité d'Analyse, V, qo 
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les trois constantes d'intégration sont g^ h, k. Sous une autre 
forme, les intégrales seront, A, B, C étant déterminées par 
les équations (2), 






Xdx 



-k'Ut + h) = 



V^(A> — ar«)(,A« — Xr'a:») 



^(B«-j..)(b«-|J^«) 



-k-(gt^h)= ■ ^"^^ 




^(G'-7*)(g-C')) 



X. — Intégration de quelques systèmes. 

I® Les équations 

dx dy 



ax -\-by -\- cZ'\-.,.-\-'x a'x -{- b'y -{- c'z -h. . .-^ a' 

se ramènent aux équations linéaires en égalant cette suite de 
rapports à dt, ce qui donne 

dx , 

--r- = ax-\- oy -h. . .-h oif ...; 

1 suffit d'éliminer t entre les intégrales du nouveau système 
pour obtenir celles de Tanclen. 

2° Les équations que l'on obtient en écrivant que le rayon 
de courbure d'une courbe plane est une fonction /(s) de l'arc 
s sont 

(S)*-fê)'=-' 

on les intègre en posant ^ = cosi, -^ = sini, et par suite 
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d^x . . di d^y , di , 

et 

x= 1 cos i û?s, y = I sin i rfj. 

3^ Les équations suivantes 

(S)"-(f)'-(S)'=.<o. 

s'intègrent dès que l'on en connaît une solution, jîi, j'i, ^|. 
En effet, si l'on effectue une transformation de coordonnées 

ix = axx -+- byx -f- c^i, 
2 = a'a?i H- b'yi -h c'^i , 

a^ b,c, . . , désignant les neuf cosinus réductibles à trois, on 
trouve que 

a?» -+-7« -\-z^ = x] -hy^ -f- z}, 

que 

a;'i + y j 4- ^'î = x't H- y,« H- z\^ 

et que 

a?"* -hj'» -t- <* = arV -h y,» -h 4fV . 

Les formules (o)) sont donc des solutions plus générales du 
sj^stème proposé : ce sont les plus générales, car l'élimination 
de j^ et a? conduit à une équation en z du troisième ordre, et 
les solutions (o)) renferment trois constantes arbitraires. 

Comme application, cherchons une courbe dont le rayon 
de courbure et le rayon de torsion soient constants. Les 
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équations du problème sont 

af^ -4- y* -h .s'* = const., 
oT^ _+.y"ï 4. ^"'î = const., 

Jes dérivées des coordonnées Xy y^ z étant prises par rapport 
à Tare. L'hélice satisfait à ces équations; donc Thélice trans- 
portée d'une manière quelconque dans Tespace est la solution 
la plus générale. 

Les équations d'une courbe tracée sur la sphère de rayon a 
et dont le rayon de courbure reste constant sont 

a?"* -+- y H- z"*' = const. , 
et l'on en conclut que le cercle seul satisfait à la question. 

XI. — Solntion directe de deux problèmes résolns précédemment. 

Problème L — Trouver une courbe dont le rayon de 
courbure et le rayon de torsion soient constants,. 

Les équations du problème sont 

(1) a?'« -f-y» -4- y» =1, 

(a) a:'» H-y« -+-.S'* =a«, 

(3) ar"'iH-y*-h-5"'» = 6«, 

les accents désignant des dérivées relatives à Tare s. De (i) 
on tire 

(4) x'x''-\-y'y-^z'z'=zQ\ 

puis, en différentiant et en tenant compte de (2), 

(5) x' xT ^ y y -\- z' z'" = -- a'^\ 

en différentiant (2), on a 

(6) afa/"'¥y''y^z'z'" — Q-^ 
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de (4) et (6) on tire 

ou, en appelant jÇ" la constante . 

z'^^gix'y—y'xry, 

d'où Ton tire 

y=^(ya7'-a7V)-hp, 
y=^(yy— y:r')-}-Y, 

a, ^, Y désignant des constantes. On en conclut, en multipliant 
la première par a:', la seconde par j^, la troisième par 5', 

1 = 7fx'-k- py-+- Y-s'î 

(7) 5 = aa? H- Pj^ H- Y>5, 

sans ajouter de constante, ce qui revient à choisir convena- 
blement Porigine des arcs. Posons 

Tj = 7.'x H- ^'y -h -^'Zy 

<^) ^) Y? • • • désignant les neuf cosinus de la transformation 
des coordonnées. Rien n'empêche de supposer dans (7) que 
a, ^, Y sont trois cosinus : il suffit pour cela de remplacer s 
par ks^ k désignant une constante; a, p, y seront alors liés 
par la relation a^ 4- p^ + y*^ = i ; mais alors (7) s'écrira 



• 



(8) î = **, c=A-, ;' = o, 

et les formules (i) et (2) donneront 

{•1 -t- i,'i + f t = a», 
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OU 

^'î -+- r/ï = I - A:», 

J'î -^ r/'» = a». 

1 i 

Si l'on fait alors $'=(i ^ k^ycoso, t/=:(i — A'2)*siny, ona 

(i — A:»)(-î) =a«, 9 = , ^^ - -i- const. 
et enfin 

r 

as . j rr . as 



Ç' = v^i — X:* eus -r== > îj' = v^i — A:* sin 



/fzr;t« /7^=^ 



En intégrant et en posant y/i — k* = A, on a 

y h^ . as /t* a* ^ t 

f=--siii-ï-, T^ = cos-î-, Ç = A:*; 

^ a h ah 

Ç, Tj, !^sont, comme Ton voit, les coordonnées d'une hélice; la 
courbe cherchée elle-même est donc aussi une hélice. 

Problème II. — Trouver sur la sphère une courbe dont 
le rayon de courbure soit constant. 

Les équations du problème sont 
en procédant comme tout à l'heure, on trouvera 



X' 



y 



y z — z'y z" X — x" z x^y — yx 



\/a^b^-[^^^y 



mais ^ xx'= o, ^ xx''= — \^x'^ = — x\ on peut donc 
écrire, en désignant par ff une constante, 

y^g^z'x^afz), 
z'= g{afy—yx) 
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et, en intégrant, 

a, p, Y désignant trois constantes; on en tire 

et Ton voit que la courbe cherchée est plane. 

XII. — Équations intrinsèques d'ane courbe gauche. 

Des théories développées aux paragraphes précédents, il 
résulte qu'une courbe gauche est parfaitement déterminée 
de forme quand on se donne le rayon de courbure R et le 
rayon de torsion T en fonction de l'arc s\ ainsi les relations 

(I) R = ?(0, T = <.(5) 

déterminent sans ambiguïté la forme de la courbe; on leur 
donne le nom adéquations intrinsèques de la courbe. 

Pour établir cette proposition, il suffit d'observer que les 
équations ordinaires de la courbe s'obtiendront en intégrant 
les équations 






'<V, 



OÙ x^y^ z désignent les coordonnées d'un point quelconque 
de la courbe et où les accents servent à représenter des 
dérivées relatives à s. Si l'on considère x\ y\ z' comme des 
inconnues et si X', Y', 7J désignent une solution du système 
(2), on a vu que la solution la plus générale était 

a?' = a X' -h 6 Y' -^ c Z', 

y = a'X'-f-6'Y'-4-c'Z', 
V^a-X'-hô'Y'-hc'^Z'. 
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a^ bj c^ . . . désignant neuf cosinus directeurs d'une trans- 
formation de coordonnées rectangulaires quelconques; on en 
tire 

y = a'X^-6•Y-^c'Z-^ro, 

^01 y 0) ^0 désignant trois constantes arbitraires. Ces équations 
sont les équations finies de la courbe cherchée : on voit que 
cette courbe est superposable à la courbe 

J7 = X, ^ = Y, z=zZ, 

ce qui démontre notre théorème. 

Les équations intrinsèques d'une courbe gauche seront 
surtout utiles à considérer quand on voudra étudier les pro- 
priétés Intrinsèques de la courbe, c'est-à-dire les propriétés 
qui ne tiennent aucun compte des relations de la courbe 
avec le monde extérieur. 



XIII. — Théorème de Jacobi. 
Soient 

{^) fii^i J^j ^1 ^') y> -s', • • .) = o» /ï=o» /s=o 

des équations diflerentielles simultanées, 

(2) ©i(a?, J^, -s, ..., <^i> Cj, ...) = o, 'fî=o, ©3=0, 

leurs intégrales, j>^', z\ . . désignant, pour abréger, -j^y-r-y • • • 

etC|,C2, . . . des constantes. Differentions les formules (i) par 
rapport à Tune des constantes c : nous aurons 

oy de ôz de 

1 • . (iy dz 

OU bien, en posant ^- = f/, — = v;, . . . , 

oy""^ âz''^"--^ây'''^dz''^'^ — "*» 



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. 3l3 

cette équation et ses analogues sont linéaires en Uy ç^ ... ; 
1/', i^, ... ; leurs intégrales sont connues, ce sont les valeurs 

^ dy ds 
de -r-> -j- > • • • • 
de de 

Application. — L'équation y =/'(j^) a pour intégrale 
générale 

donc 



d^u >.» / X 



a pour intégrale -^ 



Vérification. — En posant j^' = j^, on a ^ = ce^ -f- c e *, 
et tt = e^ est une intégrale de 



d^u 

a = 0, 



dx^ 
ce que l'on savait. 



XIV. — Sur une équation étudiée par Jacobi. 

L'équation dont il s'agit est la suivante : 

I {xdy—ydx){a-^hx-^,-cy) 

\ —dy{a!-^ b' x -^ c'y)-{- dx{a' -^ fx-^c'y) = o. 

On a très simplement rattaché la solution de cette équation 
à celle des équations simultanées 

du , 

-j- =z au -4- 6>p H- cw, 
dt 

(2) { -n = a' a -+- 6' p -+- c' tv, 

^ dt 

-y- = aru -t- h'v -4- c'w. 
dt 
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Ces équations sont faciles à intégrer. Posons 



(3) 








X = 


V 

'■ — > 
u 


nous 


aurons 












dx 

dt 


udv 


dt 


çdu 


1 

««' 


et, pi 


\T suite, 














dy u d»' — w du i 
'dt ~ dt ô^ 



dx 

-y- = a'-i- b'x -+- c'y — x{a -^ bx -^- cy)y 

dy 

^ =z a'-h b'x -h c'y — y {a -^ bx -h cy); 

de ces deux équations on tire enfîn, en multipliant la première 
par -^y la seconde par -j- et en soustrayant, 

(x dy — y dx)(a -\- bx -h cy) 

— dy(a'-h b' X -\- c' y ) -Jr dx(a' -^ b' X -h c'y) = o. 

C'est précisément l'équation (i) : pour intégrer cette équation, 
on commencera donc par intégrer les équations (2); leurs 
intégrales sont de la forme 

V = A,c-^'-i-B,e*''-+-G,<?*''', 
«• = Aj e*' -H B, c*' -+- Cj e^'K 

5, ^ , s" sont racines d'une équation du troisième degré facile 
à former. Sur les trois constantes A, A|, Aa, une seule est 

arbitraire; les rapports -^> ~ sont déterminés; donc, dans 

x= -9 y= —f il n entrera plus que deux constantes arbi- 
traires. L'élimination de t fera encore disparaître une con- 
stante, comme il est facile de le prouver. En effet, 

_ Aiesi-^B^e''^-^Cyes'f _ At -4- B| e^s'-su ^ ç^ e^s'-su ^ 



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. 3j5 

SI Ion pose ^=«1, g- = Pi, -^ =Yn X 2» "b == ?2, 

~ = Y2 7-r = pj X = Y? i^ et Y seront arbitraires^ a2, p2» Y^» 

^1? ^«9 Y* se^<^^^ des constantes données. Si Ton fait de plus 
s' — s = (T, / — 5 = (t'j on aura 

or on peut éliminer re^^; en appelant w cette quantité, pe^^ 
sera ^w^ et, après Téliminalion, il ne restera plus que la 

constante ^• 

r 

M. Fouret a intégré Téquation 

L{xdy — y dx) — M «[^^ -4- N t/x = o, 

dans laquelle L, M, N sont des fonctions homogènes de même 
degré, en posant 



t I 



ou encore en posant 



cosft sinO 

0?= , r = - — ; 

a u 



dans les deux cas, Féquation devient linéaire. 



XV. — Équation intégrée par Lagrange. 

Proposons-nous de trouver la développante de la courbe 
qui a pour équation 

Appelons a:, y les coordonnées d'un point de la développante 
et R le rayon du cercle osculateur de la courbe donnée : les 
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relations qui existent entre a, ^, x, y sont, outre l'équation 
(i), les suivantes (p. 96, t. II) 

(2) (ar-a)«-4- (^-3)î=Rt, 

(3) (ar-a) -^/{y-^) =0, 

(4) i-^y'^-^fiy-^) =0. 

L'équation difTérentielle de la développante s'obtient en élimi- 
nant a et p entre (i), (3), (4) ou, si Ton veut, a, 'P, R entre 
(i), (2), (3), (4) ou enfin a et R entre 

(5) (:r-a)«4- [7-?(«)P=RS 

(6) (^ — a) -^y[7 — ?(«)] =0, 

(7) i-+-/*^-y[7— ?(»)] =0- 

Or (6) est la dérivée de (5), et (7) la dérivée de (6) prise en 
laissant a constant; donc la résultante ou l'équation de la 
développante 



(8) 






doit avoir pour intégrale générale l'équation ( 5 ) , et, par consé- 
quent, on doit conclure de là que les développantes cherchées 
constituent une solution singulière de l'équation (8) avec une 
seule constante arbitraire. 

Voîci comment Lagrange intègre l'équation (8), dans son 
deuxième Mémoire sur les solutions particulières (IV* Vol. de 
ses Œui'res), 

Posons 

(9) ^-y -yr- = ^\ 



il en résultera 
(10) 
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ces équations étant différentiées donnent 

i-H y'* 
ydx -4- d — -f— = <p'(a)rfat; 

en multipliant la seconde par y et en ajoutant, on a, réduc- 
tions faites, 

rfa[i-4-y?'(a)] = o; 

cette équation se décompose en deux 

(11) û?a=o et \-\- y^\%) = o. 

Examinons d*abord l'hypothèse dcL=:o ou a == const. : 
Téquation (lo) donne alors 

et, en intégrant, 

y [7 —?{«)]-*- (^ + c) = o, 

c désignant une constante; mais, en vertu de (9) et (10), pour 
j: = a, on a j^ = ç(a) ; donc c= — a, et Ton a 

y[r — ?(a)]-^-(^ — a) = o 
ou, en intégrant et en appelant R une constante, 

[r-?(«)?^-(^~«)* = R*; 

rintégrale générale de Téquation (8) est donc représentée 
par des cercles quelconques ayant leur centre sur la courbe 

P = ?(«)• 
Examinons maintenant la seconde équation (11) 

(la) ?'(«) = -i; 

si entre (9) et (10) on élimine y, on a 

a; — a-Hy[7 — (p(a)] = o 



= 0, 
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OU bien 

c'esl-à-dire, en vertu de (12), 

^ — ?(a) — (^ — a) ?'(«) = o. 

Mais a est une fonction donnée de y\ on aura donc 

^-*(y)-[^-e(y)]v(y) = o; 

cette équation est du premier ordre; son intégrale, facile à 
obtenir (p. 89 et suiv.), est Téquation des développantes 
de p = 'f (a). 



EXERCICES ET NOTES. 
\. Intégrer le système 



dx dy du 


d^ 

dt'-'' 


â. Intégrer le système 




^ = ary-f-«p(y, z'y ...), 





dans lequel on a posé ^ = — - , ^' = -7- , .... 

3. Intégrer le système 

^ = a?9i(ar', y, ...)H-?i(a?', y, ...), 

•••> 

dans lequel y = ^ , 5' = — , .... 

4. Trouver une courbe dont la normale principale soit parallèle à 
un plan fixe (hélice). 

5. Trouver une courbe coupant les génératrices d'un cône droit à 
base circulaire sous un angle constant (hélice cylindro-conique). 

6. Trouver deux familles de courbes orthogonales, telles qu'en 
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leurs points de croisement le produit de leurs courbures soit con- 
stant, ou telles que leurs courbures soient égales. 

7. Trouver sur un ellipsoïde une courbe dont le rayon de cour- 
bure soit perpendiculaire au rayon vecteur issu du centre. (Faire 
usage des fonctions elliptiques.) 

8. Trouver sur un ellipsoïde une courbe telle que la projection de 
son rayon de courbure sur le plan tangent à la surface soit constante. 

9. Trouver une courbe qui coupe à angle droit toutes les sections 
normales d'un ellipsoïde passant par un point pris sur cette surface. 
(Cas où ce point est un sommet.) 

10. Intégrer le système 

dx __ dy __ dz 
X-f-Ta; "" Y -+- '\y ~ Z^T^' 

(x' 
Poser a? = —, 

y -' \ 

11. Si cp(a7) et 4;(â7) sont des polynômes du second degré, 

dx _ dy 

>J^{x)^^x) /pôôKr) 

a pour intégrale 

— ■ = const. 

x—y 

(Laguerre, Bulletin de la Société philo mathique^ 1870.) 

là. Intégrer le système 

dx 

-^-=x^'(t)-y^'{t), 

{Concours de licence, 1874.) 
13. Intégrer 

dx __ y dy __ x 

dt" (x^yy' It - (x-y)^' 

(Concours de licence, juillet 1875.) 
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ii. Intégrer 

15. L'équation (a M '^^^){x dy—y dx)-~M dy-^-N dx =o, dans 
laquelle a et ^ désignent des constantes et M, N des fonctions homo- 

gènesdeméniedegré^^apourfacteurd'intégrabilité jrr-^ — j—^^ • 

(FouRET, Comptes rendus, t. Cil, p. {iB.) 
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THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES. 



(I) 



I. — Définitions. 
On appelle yVac^io/i continue toute expression de la forme 



A «8 



limitée ou illimitée. Posons 



(2) Fï = 






6o + F^' est ce que Ton appelle la n"™* réduite de la fraction 
continue, ir' i~y " '^ ir^ ' " sont les fractions intégrantes* 

Lorsque F^ tend vers une limite finie quand n croît indé- 
finiment, on dit que la fraction continue est cons^ergente, 
et èo -t- limF^' est ce que Ton appelle sa valeur. Une fraction 
continue non convergente est divergente. 

6o 4- F*, F*, . . . , F* sont ce que l'on appelle, le premier, 
le second y . . . , le n*^"*** quotient complet. 

IL — Formation des rédnites. 

La première réduite de la fraction (i), considérée au para- 
La — Traité d'Analyse, V. ai 
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graphe précédent, est ° V^ ' ; la seconde est 

( 60 61 -î- aj ) 6î -h 60 a» 



b\ b% -h aj 



» 



et Ton soupçonne déjà une loi de formation. Si Ton désigne, 
en général, par P^ le numérateur et par Q„ le dénominateur 
de la 71*"°*^ réduite, on est porté à écrire 

Cette formule se vérifîe bien facilement, en montrant que, 
si elle a lieu pour une valeur de n et pour toute valeur infé- 
rieure, elle aura lieu pour une valeur supérieure d'une unité. 
Pour démontrer cela, il suffit d'observer que Ton passe de 

■i^P^ à 7^:^^ en chansreant 6» . 1 en 6„ . 1 -|- -^^ ; on a donc, en 

Qrt-Hl yln-k-t D -r -r ^^^^ 

admettant la formule (3), 

P» f ^/i-»-l -î- -T ) -*- P/i \Cln-¥\ 



rt-t-ï 



!n-M f\ I L , ^«-HS \ 



Q/i f ^«+1 + y^^ ) -^ Q/i- 1 «n^l 



Oîl 



Pn i-l ( P/t^ft-^-l -^ P/i 1 Q/i-»-i )0/i-n -7 - P/iQ^w-t-t 

Q/H-« (Qn^/»-+-l-+- Q/i- lûtrt-«-i j6n-n -T- Q_n^n+l 

la loi de formation se maintient donc pour l'indice /t -H i , et, 
comme cette loi se vérifie directement pour les indices 1,2, 
3, . . . , elle est générale. 
En résumé, on a 

Po = bo, Qo = I 

Pj= 6061-4-a, r^Po6,-ua,, Qi= 6,, 

Pi = Pi^î^-Po«j, Qî = Qi6t-+-Qoa,, 

P3 = P2 63H-Pi«3, Q3=Qt6s-H0ia3, 



(O 



^/»-»-l = Pn^/i+l -^ P/ï-l^/i-n, Q/i+l — Q/i^n-4-|-+-Qn-l^A-»-l* 
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Théorème I. — On a 
<5) P«+iQa—Q«+iP» = (—i)''ai a, ...«„+,. 

En effet, en vertu de (4), on a 

— ( Q» 6«H-l •+- Q«-l «n-1-l ) P/i 

= (-i)a,,-Hi(P„Q«-i-QnP„-i) 

= (— I)* «n+l ««(Pn-l Q«-l — Qrt-l Pn-î ) 



= (-i)«-»a«+ia„...as(P,Qi-Q,P,). 



Mais PîQi — Q2P4=— «102: la formule (5) est donc 
démontrée. 

Théorème II. — On a 
Cela résulte delà formule (5). 



III. — Conversion des fractions continues en série. 

Pour voir si une fraction continue est convergente, on la 
convertit en série comme il suit; conservant les notations des 
paragraphes précédents, on a 

P/t-4-1 _ P/i-t-i J[_« ^_n P/»-i -1- £1 ^ _4_ 1^ 

Q»-Ki " Q«-Hi Qn Q« Qn-i Qi Qo Qo 



ou bien 



n+l Po . /P| Po\ / P«-<-l P/i\ 



Qn-Hi Qo 
c'est-à-dire, en vertu de (6), 

in\ ^^-*-' — /, _u î^ — ^'^' _i_ ^» ^^ ^3 __ (— i)»aiat...aCT-n 

^^^Qn^i"" " ^^1 QiQ. QîQ, •■•^ Q«Q«.-. 

la réduite de rang n H- i est donc la somme des n -+- 1 pre- 
miers termes d'une série : si celte série est convergente, la. 
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fraction continue elle-même sera convergente. Voici quelques 
théorèmes que l'on peut en déduire : 

Si ai = a2 = ' ' »^= X, X désignant un nombre positif plus 
petit ou égal à un, et si 6], 621 • • • sont des nombres au moins 
égauxàTunité, la fraction continue sera convergente, car elle 
pourra être convertie en une série de la forme 

B|, B2, . . • étant des nombres croissants. 

En particulier, si a^ = «2 = • • • = 1 1 et si 61, 62? • • • sont 
des nombres entiers positifs, la fraction continue sera con- 
vergente. 

On a fait servir réciproquement la formule (7) à la con- 
version des séries en fractions continues; nous laissons au 
lecteur le soin de développer cette théorie, dont Futilité est 
contestable. 



lY. — Utilité des fractions continnes en Arithmétique. 

Les fractions continues dont les numérateurs sont égaux à 
Tunité et dont les dénominateurs sont entiers jouent un rôle 
important dans la théorie des nombres et dans la théorie des 
approximations numériques. 

Théorème I. — Tout nombre commensurable ou incom- 
mensurable peut être développé en fraction continue dont 
les numérateurs sont l^ unité, et dont les dénominateurs 
sont des entiers positifs. 

Le développement n^est possible que d^une seule ma- 
nière; il est limité pour les nombres commensurables, 
illimité pour les nombres incommensurables. 

En effet, appelons E(j;) le plus grand entier contenu dans a; : 
on a identiquement 
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y désignant un nombre inférieur à un, bien déterminé; or ce 
nombre peut être représenté par — > X\ désignant un nombre 
supérieur à un. Ainsi l'on peut poser 



de même 



X =rE(a?) -T--Î-; 

Xx 



X\ 

x^ 



Xt, Xz, • • • désignant des nombres plus grands que un. Il en 

résulte 

I 



x= E(x) 



E{xi)-^— — 



X 



n 



Si Xfi est entier, la fraction continue s'arrête; si, quel que 
soit /î, jamais x,i n'est entier, la fraction' continue se pro- 
longe indéfiniment et elle est convergente : x est alors incom- 
mensurable. Il est facile, en effet, de prouver que, si x est 

de la forme —ypetq étant deux entiers, le développement 

se termine; en effet, dans ce cas, l'un des nombres Xn sera 
le plus grand commun diviseur de p et q. On peut d'ailleurs 
généraliser ce théorème : 

Théorème II. — La fraction continue 

OlH 



*«+. 



a 



n 



àn-^ 



dans laquelle en valeur absolue on a toujours 
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Uif a2, ..., 6|, ... étant entiers, est le développement 
d'un nombre incommensurable : ce théorème est soumis à 
une exception. 

En effet, appelons Fj , Fj, . . . , F;, les réduites successives : 

F| en valeur absolue est moindre que i ; comme ^ est 

moindre que 1 et que a, est entier, F2 sera encore moindre 
que 1 en valeur absolue : on verrait de même que 

<i : 



«3 



donc F3 sera moindre que i et ainsi de suite. Cela ne veut 
pas dire que F,, n'aura pas pour limite un: mais, pour qu'il 
en fût ainsi, il faudrait que 



ai 






6s ^- 



eût précisément pour limite i , et que 6, r= a< + i , de même 
que le quotient complet suivant eût pour limite i et que 
èa = aa -h I , .... En supposant donc que l'on n'ait pas en 
valeur absolue 6^ = ^4 -h i ? fta == ^^2 + i , . . . , la limite de la 
fraction considérée ne sera pas égale à i ; encore faudrait-il 

que l'on eût — <; o, — < o,. . . . , en supposant — <C o. Met- 
tons donc ce cas de côté, je dis que, si la fraction considérée 
est convergente, elle représentera un nombre incommensu- 
rable. 

B 
Désignons, en effet, la valeur de la fraction par ^; si cette 

valeur estcommensurable, on pourra supposer A et B entiers 

et premiers entre eux. Désignons par j. le second quotient 

complet; on aura 

B a, 



A , G 
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d'où 

a,A — 6,B=r G; 

on en conclut que C est entier : la troisième réduite pourra de 

même être représentée par ^ > D étant entier, et ainsi de suite. 

Si donc A et B sont entiers, on voit que l'on pourra trouver 
des nombres entiers A, B, C, D, . . . , indéfiniment décrois- 
sants, ce qui est absurde. 

Ce théorème sera utilisé plus loin dans diverses circon- 
stances. 

V. — Approximations numériqnes. 
Si l'on considère la fraction continue 



bx 



6î-. 



^/»-T-. 



dans laquelle b\y b-y, . sont des entiers positifs, et que l'on 
désigne par -^y rr^ • • les réduites successives, on aura 
(p. 323) 

P«-hiQ« Q«-HlP|,-(-I)^ 

donc : 



Théorème I. — La différence entre deux réduites con- 
sécutives tend vers zéro. 

Théorème IL — La fraction est toujours comprise entre 
deux réduites consécutives. 

En effet (p. 323), son développement en série est 

Pi 1 i 



Qi QiQ. QîQ3 
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les termes de cette série sont alternativement positifs et néga- 
tifs et décroissants ; les sommes des deux premiers, . . . , des n 
premiers donnent la deuxième, la troisième, ... la n**^"** 
réduite; donc, etc. c. q. f. d. 

Théorème III. — De toutes les fractions irréductibles 
approchant de la valeur de la fraction continue, les plus 
simples sont les réduites successives. 

P 
D'abord la réduite -^ est irréductible, car la formule 

P«-+-i Q/» — Q/i+i P/i = ï 

montre que Vn et Q^j ne sauraient avoir de diviseur commun, 
ce diviseur devant appartenir àP/i^i Qn — Q/i+< P«« De plus, 
en appelant y la valeur de la fraction, on a, par exemple, 

la différence entre / et Tune des fractions réduites entre 
lesquelles elle est comprise est moindre que la différence de 

ces fractions ou que t^t-k Soit — une fraction approchant 

^ Q«Q«-hi q ^^ 

P P 
de f plus que ^ ou çf^', sa différence avec / devra être 

moindre que -pr—ri — 't mais sa différence avec ^ devra être 

aussi moindre que 77-7^ — • Or 



p 


p« 


/>Qn — 9P1,. 


q 


Q«~ 


Q«9 • 



pour que cette différence soit moindre que -pr—f\ — ' ^ fa^^ 

que q'^ Q«+« 5 I21 fraction — sera donc plus compliquée que 

P P • 

•^ ou que 2=r^» puisqu'elle aura un dénominateur plus grand 

Q/i ^ Vn-4-1 

que celui de chacune de ces fractions : le théorème se trouve 
donc démontré. 
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De là un moyen de se procurer les fractions les plus 
simples qui approchent d'un nombre donné commensurable 
ou incommensurable. 

Pour bien faire saisir Futilité de la théorie qui précède, je 
citerai seulement un cas dans lequel elle est appliquée. Je 
suppose que Ton veuille que le rapport des vitesses de deux 
roues d^engrenage soit a : le rapport du nombre de dents de 
ces deux roues devra être a; si a est un nombre incommen- 
surable ou seulement une fraction irréductible de dénomina- 
teur très grand, il conviendra de remplacer a par une frac- 
tion irréductible s'approchant le plus possible de a; cette 
fraction sera fournie par la théorie précédente. 

Application. — Le nombre tï réduit en fraction continue 
est 

3- '— 



7-^ 



i5 



■ ■ • 



Les réduites successives sont les nombres bien connus 

aa 333 355 
7 lob ii3 



VI. — Résolntion de l'équation indéterminée du premier degré. 

Supposons que a et 6 soient premiers entre eux : rédui- 
sons -T en supposant 6^ a en fraction continue; soit q^— * 

l'avant-dernière réduite; on aura, en observant que ^ est la 
dernière, 

Il résulte de là que, a et b étant deux nombres premiers 
entre eux^ il existe toujours des nombres entiers^ tels que 

ax -^ by — i. 
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Ceci posé, proposons-nous de résoudre en nombres entiers 
Téquation 

(i) a5?-4-p7 = Y. 

On peut supposer que l'on ait enlevé tous les facteurs com- 
muns à a, p, Y» alors a et p, a et y, ^ et y ne sauraient avoir 
de facteurs communs, et il sera toujours possible de trouver 
des nombres x^ et y', tels que 

En prenant x=^^x\ yz='^y^ on aura satisfait à Téqua- 
tion (i). Soit Xqj yo une solution de (i) : on aura 

et, en retranchant de (i), 

(z{x^xq)-^ ?(y—yo) ^o 
ou 

(.) -p ^ r^o. 

En égalant ces rapports à t, on a 

x=zXo-^^t, y^y^ — %t\ 

pour que x el y soient entiers, il faut et il suffit que t soit 
entier; les fractions (2) ayant leurs dénominateurs premiers 
entre eux ne peuvent être égales qu'à cette condition. 

VII. — Antre application à rArithmétiqne. 

Nous avons montré (T. IV, p. 217) que, étant donnés deux 
nombres a, 6, il existait des entiers m eln satisfaisant à l'iné- 
galité 

am -^ bn < e. 

On peut trouver ces entiers assez simplement comme il suit : 
développons t en fraction continue, en prenant pour numéra- 



THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES. 33l 

leurs des fractions intégrantes Tunité et, pour dénominateurs, 

des entiers positifs. Soit -~ la réduite de rang w, on aura, en 
valeur absolue, 



et, par conséquent, 

P„6-Q„a< 



:«+i 



or on peut toujours prendre n assez grand pour que Qw-j-i 
satisfasse à l'inégalité 

b 



\n-k-i 



et alors on aura a fortiori 

on satisfera donc à l'inégalité proposée, considérée en valeur 
absolue, en prenant 

VIII. — Déyeloppement d'une fonction rationnelle. 

Soient y(j:) el f^[x) deux fonctions entières de x sans 
facteur commun, le degré de /" surpassant celui Aefi ; soient 
a, , a2, . , . , <x.,i les racines de /(x) = o. Divisons f par /i : 
soient Qi(a;)le quotient et — /"a le reste; divisons /i par/2 • 
soient Q2(^) le quotient et — /^ le reste, etc. ; on aura 



/«-j — fn~\ Qn-l — /»j -7 = Q«-| — ■? 

/fl-l //i-l 
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donc, en supposant la formule vraie jusqu'à l'indice i, elle 
se vérifie pour l'indice i -\- i : donc elle est générale. 
De (8) on tire 



donc K^ ne diffère de ^ que par une fraction k^> dont le 

numérateur est de degré n — i — i , et le dénominateur de 
degré /i -j- t en supposant le degré de /«, égal k n — i pour 
fixer les idées ; donc : 

y* TV' 

Les développements de y^ et de j- suivant les puissances 
de - ne diffèrent qu^à partir des ternies en —-.-. 

IX. — Expression des polynômes D/. 
On a, d'après un théorème connu, fi étant de degré n — f, 

cp/ désignant le coefficient de a:""' dans fi. Or, ai, a2, ...» 
«{A, ... désignant les racines de f(x) = o, ces équations 
pourront s'écrire 

^ /'(«) ^ ' 

• î 

mais les formules (8) donnent, pour :r = a, 

{Sbis) /,(a)=/i(a)D,(a), ..., //W.a) =/i(a)D/(a); 
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les formules précédentes peuvent donc être remplacées par 



2 



D.(a)/<(a) 



= o, 



(9) 



2 
2 



D/( a)a/i(a) 
Di(ay/t(a) 



o, 



Si alors on pose, pour un instant, 



(lo) 






les formules (9) deviendront 



Ci to -^ Q— 1 '1 -4- . . . -f- Co if / 
C/<1 -h C/-1 ^2 -h . . . -f- Co ^lH-1 



— O, 



- O, 



a, 



Ci ti -h Ci-\ ti^\ -h . . . -t- Cq ^2/ = 



?/-f-l 

~?7 



Télimination des c entre ces équations et (10) donne 



(II) D/=- 



?/-»-i 



cpo 



'0 

m • 

I 



ti 
ti 

• • 

ti 
X 



ti-k-ï 

• • * • 



to 


ti 


tx 


t% 


ti-i 


ti 


ti 


^-Hl 



• • • « 

t%i-\ 

tu 



Nous poserons 



(12) 



alors on aura 



^0 t, 

ti tr 



ti t 



t-4-1 



ti 
ti-hi 

• • • • 

tu 






T/; 
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et, en appelant 8, le coefficient de ^' dans D/, 

Les formules (8) donnent 

d'où i 

fi^, D/_, -fi Di=.-/{ D,_, Ni - Ni-, D,), 



ou, en vertu de (4), 

Egalant de part et d'autre les coefficients de x", 

ou, en vertu de (i3), 

04) <P'-'i7T7 ='?"■• 

mais, en appelant Çi le coefficient de x dans Q/, comme on a 

fi=fi-hl Q/-H1 —fi-i-ii 

en égalant les coefficients de :z:', on trouve 

la formule (i4) devient alors 

... ?/ ?5 Ti 

(»^) ;;^ — = ;;jr- T — = 5'/-hi- 



X. — Formules de H. Rouché. 

On a 

Io si i — /: H- 1 < o, 
SI i — A: -T- 1 = o, 
<po 



^ 
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ce qui revient à [voir formules (i3)et (8 bis)] 
_ _ - {o si t — (k — i)<o, 

Si l'on fait alors k — i=zj et si l'on a égard à (i 5), on trouve 
^.6) yDK«)Dy(»)/.(-)^^ ^i-^. 

Ce sont les formules données par M. Rouché dans le 
XXXVII® Cahier du Journal de l^ Ecole Polytechnique. 

XI. — Développement d'un polynôme suivant les D/. 

Voici une application que M. Rouché a faite de ses for- 
mules : 

Soit Tss^x) un polynôme du degré n — i, on peut poser 

( i«) nj(;r)= Ao Do(ar)-H A|Di(ar;-f-. . .-t- A;,_iD;, -i(a:). 

Do(x) désignant l'unité. On a, en particulier, 

Tîj(a) = AoDo(a)H- A,Di(a; -4-. . .-^ A„_, Dn_,(a), 

d'où 

Xi m(a)D/(a)/^ (a) _ y , Do(a)D, (a)/t(a ) , , 

c'est-à-dire, en vertu de(i6)et(i^), 

2 CT(a)D/(«)/i(a) ^ A/ , 

d'où l'on tire A/, et la formule (i8) devient 



I -n 



iîj(a)D/(a)/,(a) 



(19) Ts(x) -^2^qi^tDi(x)2^ jr^ 

L. — Traité d'Analyse, V. 22 
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XII. — Développement en fraction continue d'une série ordonnée 



suiyant les puissances de - • 

Considérons la fonction 6 (a?) développable comme il suit 
en série convergente ordonnée suivant les puissances de - 

et proposons-nous de trouver une fraction rationnelle 

qui, développée suivant les puissances de ~> ne diffère de la 

se 

série (i) que par des termes de l'ordre le plus élevé que l'on 
pourra en - • Soit donc 

N/ _ ço C|^ c, 
D/ X a?* x^ 



• • • > 



on aura, en chassant le dénominateur D( et remplaçant 
pT- par sa valeur, 



«0 



a7'-»-+-aiiF'-*-t-... = (6oa?'-+- 6|a?'-»-^.. .)( ~ "^ """1 "*■•••) 



En égalant de part et d'autre les coefficient des diverses 
puissances de a:, on a, en s'occupant d'abord des puissances 
négatives, 



(3) 



Cabi-^Ci 6|_| -H . . . -4- c/ 6o = o, 
C\bi-^Ci 6/_i -f- . . . -i- c/^i 6o = o, 
> 

Ci bi -+- CxVi 6/_i H- ... -h Cj/4-i 6o = o^ 
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la considération des puissances positives donne 
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(4) 



Co 6/-1 -^ Ci bi-2 H- . 

Co bi..t -h Cl bi-z -h . 



Ci-ibo 
Ci-x bo 






Cq^o = a©. 



Les équations (3) sont au nombre de « -i- i ; mais, si l'on veut 
que 60, bij ... ne soient pas nuls, il faut faire abstraction 
de la dernière, et alors 60 > ^i? • . . , ne sont déterminés qu'à un 
facteur constant près; quant à ao, a^, . . . , ils seront donnés 
par les formules (4); on voit ainsi que l'on peut se donner 
Co = 5o, C| = 5« , . . . , C21 = ^21, et que l'on aura d'ailleurs 



Cl 



Cl 
Ci 



Ci Ci^i 



Ci 
Ci-t-i 

• • • 

Cîi^\ 



o. 



Puisque l'on peut satisfaire aux formules Co = ^o? • • • ? ^2/ = *2ij 

on voit que ~ pourra ne différer de 8(^) que par les termes 

d'ordre 2 1 -{- i et d'ordre supérieur. Mais, pour que l'on puisse 
trouver des valeurs admissibles pour N/ et D/, il faut que tous 
les mineurs de 



Sq 


Si .. 


Si 


Si 


^2 . 


■ • */-Hl 


Si-^l 


Si . 


. . Su-^i 


a?o 


Xi . 


Xi 



— s. 



^ » ds ds ds • ^ 1 

a savoir -, — 7 ^ — > • • • > \ — > ne soient pas nuls. 

0X0 OXi OXi * 

Ceci revient à supposer que la série (i) n'est pas récurrente, 
et que ^{x) n'est pas rationnelle. Si entre les i premières 
équations (3), où l'on remplace c par 5, et la formule 



D/ = box^-i- 6|a?'-l-^. . .-!-6/, 
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on élimine les b, on trouvera, à un facteur constant près, 



(5) 



D/ = G, 



5o 


5, .. 


Si 


*1 


St .. 


• Si^-x 


*/-l 


Si .. 


• *JI-1 


I 


X . . 


. xi 



Nous adopterons cette formule en prenant le facteur constant 

égal à G/; N, s'en déduira. On a alors, à des facteurs constants 

près, 

Do ^^ Soy D| = SqX — *j, 

Dj = x^(soSt — s\ )-i-x(siSi — SqSz) -^ S2S3 — si, .... 

Supposons que Ton ait pu calculer ainsi Ni, N2, ... et D^, 
D2, . . . ; étudions les propriétés de ces polynômes. Observons 

d'abord que la différence pr^^ — ^^ doit être de la forme 

A 

^tM +. - -, on peut poser 

N/+, Di - D/^i Ni A 



D/D 



i-hl 



^î/-f-l 



A, . . . désignant des coefficients constants; or D/D/^, étant 
de l'ordre 2t-f-i en .r, cette égalité ne peut subsister que 
si N,+i D/ — D/^4 N/ est indépendant de x ; nous poserons donc 

N/^i Di - D/^, Ni = K. 

Mais les N/ et D/ n'étant déterminés qu'à des facteurs con- 
stants près, rien ne nous empêche de supposer K= i ; nous 
aurons alors 



(6) 



N/^i D^ - D/+, N, = I , 



ce qui déterminera complètement les quantités G/, quand on 
se sera donné N< et D|. 

N A 

Nous savons que ^ est de la forme —; nous prendrons 

Di = — et N| = I ; les quantités N,- et D/ seront alors com- 

Sq 

plètement déterminées. 
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N 
Cela posé, développons j^ en fraction continue, et sup- 

posons i<^m, en employant la méthode exposée aux para- 
graphes précédents. Je dis que les réduites successives seront 

N N 

TT-y tT^ • * •' ^^> ^^ effet, ces réduites sont pleinement déter- 

minées par les conditions suivantes : 

1° 17 ^'^f)^' développés suivant les puissances de-> ont 
les mêmes termes en -> — r» • • •> 



2° On a N/+, D/ — N,D/+, = i . 

3« N^ = i,D,= -- 
Si donc on pose 

Q,= D,= -, Q, = Nî, 

les quantités Q seront bien déterminées, et la fraction con- 
tinue 



Qi- 



dont les réduites successives seront •=—> f^y • • •• représentera 

Ui Uj 

la fonction 6(^), qui d'ailleurs pourra se développer en série, 
sous la forme 

(7) ^a^)=^l^'^^ ' 



D, DiD, DjD, 



/ F(2) 
— - - doi. 

Supposons la fonction F(x) continue et finie quand x 
varie de a à 2^ : si le module de x est suffisamment grand, on 
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pourra développer l'intégrale 



(') 6( 



/ X — a 



suivant les puissances croissantes de - sous la forme 



X 



Q ( ^ ) = — -4- -}- -\- 

' X X* X^ 



F(a)^a, 



• • • • 



et Ton pourra la réduire en fraction continue par les méthodes 
exposées ci-dessus; on a d'ailleurs 

{-!) So= I F(a)rfa, ..., 5/= / a' 

SoitTT^ la t*^™* réduite de la fraction continue cherchée et 

N/ _ a^x^-^ ■+■ a, a?'-* -+-... -^ a/_i ^ 

N 

^ différera de 6(x) par des termes d'ordre 2i — i en -> en 
sorte que Ton aura 

a^x' '^ -' . . ,->r- ai-\ Sq '^a-i 



boX* ...-hÙi X "' j7*'-i 

les a et les b seront déterminés par les formules 



(3) 



o = ^0^/ -^ biSi-i — ..,-^biSQ, 
) 

O — ^O^Si -r- 6i5j|--i-t-. . .-7- 6/*/_i. 



Occupons-nous surtout de ces dernières équations (3) : elles 
déterminent les coefficients b du polynôme D|(j:) qui, mul- 
tiplié par 6(x), fera disparaître les termes en - > -r, • • • > — zi> 

X X X 
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au lieu de résoudre les équations (3), comme on l'a fait au 
paragraphe précédent, remplaçons les 5/ par leurs valeurs (2) : 
nous aurons 



c'est-à-dire 



0= j F(a)£/a(6oa'-t-...-4-6/), 

• » 

0= r F(a)D/(a)rfa, 



(i 



(4) 



0= r F(a)D/(a)aû?a, 

• ••• 1 

0= r F(a)D/(a)a'-»t£a. 



Ces équations montrent (p. 186) que Ton doit avoir 

(5) ¥{x)Y)i{x}^~^^.[{x-ay{x^by^{x)l 

^{x) désignant une fonction qu'il faudra choisir de telle sorte 
que Di soit un polynôme entier de degré i. 

On voit que, si F(cr) conserve le même signe entre a et 6, 
Di aura ses {'racines réelles et comprises entre a et 6; enfin 
les formules (4) montrent que, pour /<y, on a 

f F(a)D/(a)Dy(ajrfa = o. 

Prenons F(j7) =i,a=i,6 = i:la formule (i) donne 



(3) 



•«"-xrî^.'""^ 



et les équations (1) se réduisent à 



J Di{'x)d7.^-0, 



i D/(a)a'-»^a=:o; 
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les polynômes D/ sont, à des facteurs constants près, les 
polynômes de Legendre; on a d^ailleurs 



et (3) donne 






2 ^ 

So = 1, Si = 0, ^2=-, 53 = 0, 5^=-, 

Nous allons prouver que, si Ton prend F(.r) = -> les poly- 

nômes D seront précisément les X„ de Legendre, ce qui four- 
nira l'expression des X„ sous forme de déterminants. Nous 
partirons à cet effet de la formule 

XoZo-h SX^Zj-i-. . .-4- (a/i -f- i)X„Z;j ^= ( Z„^iX|i — X/n-iZ»); 

en intégrant alors de — i à -h 1 , nous aurons 

i==(n-hi)Xn f ^^^^^ dz ^ ( n -^ i)XnA-t f -^ dz 

OU, en divisant par X^X^^, (n -[- 1), 

9. r /1n-^\ Zrt\ dz 






(/l-r l)XrtXrt-M J_, VX/i+i XnJ Z — X 

Faisons dans cette équation /i = o, 1, 2, . . . , ^ et ajoutons 
toutes les équations ainsi obtenues; nous aurons 

22 '). C /Zn-4-1 \ dz 



XoXi 2X1 Xj " (/i -1- i;X;tX«-f.i 






Z j 

Si Ton fait /i = 00, ^^ tendra vers zéro ; si comme on doit 

le supposer, mod^ I> 1 et si 5 <] 1 en valeur absolue, et Ton 
aura 



I I ^ 2 _ , / x -h I 
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formule équivalente à 



^ X 



X 



i 5ar I 



4 ^'-7 

X 



3 •... 



Si nous prenons F(a?)^= i : \/i — ^", nous aurons 

6(a?)=^ / -,^^ = - -y 



X) — I 



(4) 



V'i — a' 







et il est facile de voir que le polynôme D/ est précisément le 
polynôme costarccos^. Pour s'en convaincre, il suffit de 
faire a = cosy et l'on a, au lieu des équations (4)? 



» 



c'est-à-dire, en général, 

équations satisfaites pour D/(cosy)= cos«y. Ainsi les poly- 
nômes D| sont, à des facteurs constants près, les polynômes 
cos/arccos^. 
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et que par conséquent la réduite de rang n donne une valeur 
approchée de la fraction continue qui dépend des termes 
d*ordre n -{- i. 

Cela posé, considérons une fonction /(a:), développable en 
série convergente ordonnée suivant les puissances ascen- 
dantes de X, 

si une pareille fonction est développable en une fraction 
continue, telle que (i), il faudra que l'on ait 

— ^ = 5o -+- Al J? -^ . . . -i- SnX"^ -- a>, 

(0 désignant un terme d'ordre /i + i en ^. Les considérations 
précédentes ne sont peut-être pas d'une rigueur excessive, 
mais elles sont amplement suffisantes pour montrer comment 
on est tout naturellement conduit à l'analyse que nous allons 
maintenant développer. 

Supposons que la formule (6) ait lieu à l'intérieur d'un 
cercle de convergence de rayon R. Posons 

Vin |3o~ pia;-^-. . .-r- p,ta:'* 

w désignant des termes de degré supérieur à an. Nous aurons 
da-^ dxx -\-. . .-\- dnx*^ 

et nous satisferons à cette égalité en prenant 

«0 = *oPo» 



O = 5| pn -i-5ipn-| - . . .---*rt+i Po> 
O — 5/1 Prt -r- 5/n-i p/i-i — . . . " Sm 1^0* 

Les n dernières équations déterminent les rapports 

po • Pi * • • • p/ï» 



et, comme 
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Qtn = p»a7'*-hp,j_iar«-»-i-...-f-Po, 
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on en conclut que, en appelant Usn un polynôme qui ne 
diffère de Qj» que par un facteur constant, on a 



(7) 



Ui« = 



X'*' 


-y/I-1 


■ • • 


X 


I 


Si 


Si 


• ■ » 


• « 


•5/n-l 


Si 


S3 


• • • 


• 


Sn-i-i 



• • • • • • • 



*«-t-l ^/»-+-î 



*î«+l 



en posant de même 

1*2// ^1 _ do^ diX -i-. . .-^ dn^x a?""*"* 



W, 



et; en procédant comme tout àPheure, on est conduite poser 



(8) 



U»|H-i 






•^3 
5V 



i ^«-^1 *«+2 



1 

^«■t-3 

• • • 

*2«+l 



ou encore 
















ar« 


jj«-l 


1 


o 






^1 


*2 


Sfi+i 


I 


(9) 


Uj»-n = 


*2 

• • • 


*3 

• ■ • 1 


Sa-*-2 


,o 






^«H-l 


^rt-KÏ 


• • "Sj/H-l 


O 



nous ferons encore 



^P+tq 



Si 



7'*-l 



Sp-rl ^/>-»-2 



Sp-i-q Sp-^q-¥\ 



^p-*-q 
Sp-rq-^X 



Sp-^lq 



Rappelons-nous maintenant que, si l'on a 



«-2:^. 



11^22 • • • <^nn) 
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on a l'identité (p. i6i, t. I) 

d^h ôR dR âR dR 



R - 



et, en appliquant cette formule aux déterminants U2/1 et XS^nj^K 7 
on a 

Si l'on pose alors 

f a\n, — ç-= =-r- > U2n4-i — ^7 cl ' 

ces formules se transforment dans les suivantes 

qui peuvent être remplacées par la formule unique 

Qn Q2> > • • sont alors les dénominateurs des réduites de la 
fraction continue 

X 



ao 



X 

«1 



X 

a, H 



Je dis que les polynômes P„ sont les numérateurs des mêmes 
réduites. En effet, appelons un instant P!,, P!^, . . . , P^^, . . . 
ces numérateurs ; on sait que 



P' . . P' ari-Hl 



ou que 
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d^un autre côté, 



= CD, 



G) étant un terme d'ordre /i -h i en :r et, par suite^ 

Pin-i Q» — Q«-+-i ï*/i 

est aussi d'ordre n + i ; celte quantité ne peut donc être que 
de la forme yx""*"*, y étant une constante. Or on sait que les 
formules (i i) déterminent les polynômes P à un facteur con- 
stant près ; donc les P sont égaux aux P', à un facteur constant 
près (le même pour P| et P'^ pour P2 et Pj, . . .); or on con- 
state directement que P« = P'^ ; donc : 

Les Un étant déterminés par les formules {\ i), la série (6) 
peut être remplacée par la fraction continue (1). 

XV. — Formiile de Gauss. 
Posons avec Gauss 

L./ (j X a-? a(a-T-i)p({i-+-i) 

^(a, p, Y, ^) = H x-^ — 7^— -— — ^ ar» -h . . . 

'^ ' 1 .Y 1.2.^(7 -r- 1) 

a(a4-f)...(a~n — i)3(p-4-i}...(3-4-7i-— i) 

Il est facile de voir que le cercle de convergence de cette 
série est i et que, par suite, la fonction F est bien déterminée 
pour les valeurs du module de x moindres que un, quand a, 
P^ Y sont quelconques. Cette série peut se convertir en frac- 
tion continue comme il suit. 

Il est facile de constater que Ton a 

/ F(a, p-Hi, Y-+-i,ar)-F(a, p, y, x) 

il suffit pour cela de remplacer les fonctions F par leurs déve- 
loppements. Posons 

F(a» B-f-i, Y-+-I» a:) ^, ^ 
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divisons (i)parF(a, p 4-1, Y 4- i, ^); elle deviendra 



I : 7i r =^ 



ou, en observant que la fonction F ne change pas quand on 
change a en (î et vice versa, 

4>(a, P, Y, ^> ~ TCï-^'^ FtP-r-i, a, Y-Hi,a:) 



c'est-à-dire 



I — 



*(«, P, Y, ^) Y(ï^-0 

ou 

*(«, ?, Y^ ^) = 



«Cy — P) ^/o X 



d'où, changeant a en ^ + 1 , ^ en a, y en y -}- i , 
*(P-i-i, a, Y-+-I1 ^) 



I — a?^^^- '— ^ *(a-t-i, 3-hi, Y"^-2» ^) 

(,Y-r- iMY-'-2>> 



on tire de là 



*(«)?» Y>^) 



1 — 



L ycy-o J 



I -. -^ — - — <t>(a-f-i, S-T-i, Y-+-a, a?) 

(y — i)(Y"-2) 

Cette formule donne le développement de ^ en fraction con- 
tinue ; en faisant ^ = o, on a 

F(a, o, Y, a?) = 1 
et 

4>(a, o, Y. a:) = F(a, i, Y -M, a^), 
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et Ton trouve, en chaDgeant y en y — i , 

F(a, 1, Y, a?)= 



ax 
I 



hx 



C.7? 
1 



OÙ l'on a posé 






a 
a = -j 

ï 


6 = 


Y-a 
Y(ï-+-0 


(a-4-OY 


r/ = 


•i(Y H-i — a) 


(Y-+-iKT-^a) 


(Y^2)(y^3)' 


(a-+-2)(Y-4-i) 
(Y^3)(y-+-4)' 


/ = 

• • • ■ 


3(Y-2~a) 



XTI. — Digression sur les nombres iz et e. 

Nous avons vu que les transcendantes de Bessel se rédui- 
saient, dans des cas particuliers, à des facteurs près, aux inté- 
grales successives 



smx, I x^iXixdx^ I X I xsinxax*, 

Posons 

Uo=sina:, Ui= / xsinxdx= j xV^dx, 

Ij»-4-i= / xVndx; 

on aura, en intégrant par parties, 

Uo = sina?, 

Ui = — X cosar -r- sin a:, 

U,r=3U, — ar«Uo, 
U3 = 5U,~ar«U„ 



L. — Traité d'Analyse, V. 23 
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et Ton soupçonne la formule générale 

(i) U„+t = (2/n-i)U« — a?«Ua_i, 

que l'on vérifie en prouvant qu'elle a encore lieu quand on 
change /i en n -f- 1 • A cet efiet, multiplions (i) par x et inté- 
grons de o à ^ ; nous aurons 

(2) U„+î-(a7i-+-i)U|,-f-i— / a^\}n-\dx. 

Or 

Ç X^\}n-^dx=^\l f x\}n-xdx\xA 



I 'àxdxl I x\Jn-idx\ 



ou 



La formule (2) s'écrit alors 

U„+i = (2/1 -î- 3)U„+i — a:«U„. 

La formule (1) est ainsi établie. 

Ceci posé, il est évident que Un est de la forme 

Urt — C^cosa; ■+- Snsinx, 

C„ et S,4 désignant des polynômes entiers en x, et la for- 
mule (i) peut s'écrire 

Grt4.iCOsa7-h S,»+isinâ7 = (2/1 -hi)(C,, cosa7-+- S^sina?) 

— ir*(Crt_iCOs:F-l- Sn-isina?). 

Les coefficients de cos^ et sino: dans les deux membres de 
cette équation doivent être égaux; en effet, quand on a 

A cosa: -f- B sinar = A'cosa; h- B'sina:, 

on en conclut 

A -1- B tangar = k'-t- B'tangar 
ou 

A — A'=(B'— Bjtangar. 
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Cette égalité est impossible si A, A', B, B' sont des polynômes, 
tels que B ^ B' ; car le second membre est infini pour a: = - > 

3 -, ... qui ne peuvent pas tous annuler B' — B. Ainsi Ton 

doit avoir 

C/j+i = (an -4- i)C« — a:»G„_i, 

S,t+i = ( 2 71 -+- 1) S„ — ar« Sn-i ; 

on en conclut, en faisant n = — i? o, 1,2, ... et en obser- 
vant que, comme Uq = sin:r, Ui = — x cos^ + sinx, 

Ct = — ar' C_i, Si = I — ar* S_t, 

Cj=3Gi — x^Cq, Sî=3Si — ir*So, 



Ces formules permettront de calculer Co, C<, . . . de proche 
en proche, et Ton voit que 



r ' Q ^ Il ^^^^ 

ti_i=-> b_t=o, U-i = 

X X 

Or on a ■ 



ou 



U„4.i= Un(2n-Hl) — a7«Un-i 



Un-1 an-Hi 



donc 



U 











U» ~ 


X^ 


U«a:=»:U„4.i' 




U_ 

U 


1 I 

37* 




I 




Uo 


a7»:U, 






__ I 




I 




3 
rr* 


1 




Uiar«:U, 


COSi 


• 


sin^ 


cota: 

X 


; on a donc 


X 






cola? 


I 

" x^ 


I 




X 


3 ^' 




. ^' 










5 
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posons qu'en appliquant la méthode de Lagrange on ait 

trouvé 

I 



37 = a -4- 



«1 



a. 






pour le développement d'une racine; a^ a^ ... sont alors des 
entiers positifs (excepté peut-être a). 

Appelons -?^ ' " rr^^s réduites successives de la fraction 

continue, abstraction faite du terme ^r^^j, on aura 

Q/»-HQ«-ia:a+i' 

portant cette valeur dans Téquation (i), on aura 
(2) a'arj+, -h P'a?„+i -f- y' = o, 

formule où Ton a posé 

P'=2aP„P„_i-hp(P„_,Q„-hQ„_,P;,)-h2YQaQ«-i, 
Y'=aPJ-+-pP„Q« + TQ^ 

Or considérons la valeur de a'; on peut l'écrire 

et, en posant 

P«-, 

ô — = ^-+-s 

et en tenant compte de (i), 

mais e est moindre que -pr-pz — ou que -p^, — : donc 

^ Q/»Q/»-i ^ Q;,_< 

a'< 2aa?-i- p -h -=^ — , 
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en supposant a >> o, ce qui est permis. II en résulte que d' ne 
croît pas indéfiniment avec n ; on verrait d'une façon analogue 
que P' et y ne croissent pas non plus indéfiniment. Comme 
ces nombres a', p', ^ sont entiers, ils finiront par se repro- 
duire, et il y aura une inconnue auxiliaire Xn qui finira par 
être égale à Tune des inconnues auxiliaires précédentes ; le 
développement des racines de l'équation (i) finira par être 
périodique; on a donc ce théorème de Lagrange : 

Toute racine dhine équation du second degré à coeffi- 
cients entiers se développe en fraction continue périodique, 
dont les numérateurs sont égaux à un et les dénominateurs 
entiers, 

La démonstration précédente est de M. Charves. 

Réciproquement, toute fraction continue périodique est 
racine d'une équation du second degré, qu'il est facile 
déformer. 

En effet, soit 

u' 



y = 



u t 

• . u 



u 



u 



U-j- 



La période se composant des dénominateurs u, t^, ."T., w, 
on a 

v= "' _P_±£lZ 

p, p'i qy q' désignant des quantités indépendantes àe y\ on 
voit, en chassant le dénominateur, que j^ est racine de l'équa- 
tion 

q'y^-^y{q—p')-p=^o. 



*—* 
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CHAPITRE VIII. 

CALCUL DES VARIATIONS DES INTÉGRALES SIMPLES, 



I. — Théorème fondamental. 
On peut toujours trouver une fonction 

de ti, t2, . • • , tn et des paramètres ai, a^, . . . , a,„ qui, pour 
t^ = t^^^ ^2 = ^J, ..., tn=t^^, se réduise à une fonction 
donnée ^^(a,, a^, ..., oLm) des cl, qui pour tt=t[, 
t2 = t'^^ , ^ ., tn = t'„ se réduise à une autre fonction donnée 
<})'(a,, aa, . . , a^). qui pour a» =1= aj, aj = aj, . . . , 5e ré- 
duise à une fonction donnée 0*^(^m ^2» • • • > ^/i) ^^^ ^ ^^ 9^^ 
pour a, = a, , «^ = a'j, . . . , ^e réduise à une autre fonction 

donnée 6'(^i, ^2? • • •) ^f^-^ ^• 
En supposant, bien entendu, 

l{t\,t\, ...,aj, aj, ...)=?<>(«?, ...)=0o(/o, ...) = eoo, 

x('î» '?> •••» «1» «2» ...) = ?n«'i, ...) = 6'(<î, ...) = eoi, 

ce théorème est presque évident, et la fonction dont il est 
question peut revêtir une infinité de formes diverses. Bor- 
nons-nous à en signaler une seule : posons 

r^ ^ { tx- t\){tt^ t\) . . .{tn- t%) 

' Ct\-t\){t\-^t\).,.{t'n-ti)' 

rj, ^ {tx — t\){t^ — t\).,J tn—t\,>i 

' {t\-t\)i,ti^t\).,.\t%-t'^y 

. __ («1 -- g ?) (at — g;) . . . (aw — gR>) 
'^^"-(a;-.a;)(a',-a5)...(a;^-ay„)' 

A — («1 — «t )(«« — «»)••• («/lî — «m) . 

(«î-a'i)C«5-«'i)...(«X.-«m)' 
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nous pourrons prendre 

X = T,(QO-__eooAo-eoiA,) 

~-To(©' — eioAo — e,,Ai)H-AiOo-^Aoe', 

» 

comme il est facile de le vérifier en faisant d = t% ... ou 
t^ = e\^ ... ou ai = aj, ... ou tti = a^ 



II. — Variation d'une fonction. 

Dans un grand nombre de questions, on a besoin de com- 
parer deux fonctions et de passer de Tune à l'autre d'une 
manière continue : ce passage peut se faire en imaginant que 
les deux fonctions e<i question sont des cas particuliers d'une 
fonction plus générale, contenant des paramètres a,, a^, • . • , 
tels qu'en y faisant a, = a®, aj = aj, . . . , on obtienne la 
première fonction et qu'en y faisant a, = ol\^ aj = a'^, ... on 
obtienne la seconde. En appelant yi la première fonction, /^ la 
seconde, la fonction plus générale en question pourra, par 
exemple, affecter la forme 

Toute différentielle relative aux paramètres a s'appellera une 
variation et sera représentée par la caractéristique S que nous 
substituerons à la caractéristique d. 



III. — Variation d'une intégrale. 

Lorsque l'on veut étudier les changements que subit une 

intégrale quand on modifie la fonction placée sous le signe / , 

ainsi que les limites, on peut imaginer que ces changements 
s'opèrent au moyen de la variation d'un ou de plusieurs para- 
mètres a<, a2, ... contenus dans la fonction à intégrer et 
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dans les limites; mais, au moyen d'un artifice que nous allons 
indiquer, on peut se dispenser de faire varier les limites, ce 
qui évite souvent des complications. 
Considérons, par exemple, l'intégrale 

dans laquelle F est une fonction quelconque de x^ j, ^', ... 
-3, 5', . . . de forme donnée; y, 3, . . . des fonctions de forme 
indéterminée de x] et y, 5', y\ y, . . . leurs dérivées rela- 
tives à X, On peut, si on le juge à propos, faire varier y, 5, 
Xoy Xi^ les valeurs j^o» y^ de y pour x = Xq et x =z x^, ... 
les valeurs z = Zq, z = Zi de z pour x = Xq, x = x^^ .... 
Alors on imagine un changement de variable : on pose 

x = Q(t, a,, aj, ...), 

y = X(^y «1» a«» •••), 
z = ^(t, ai, a,, ...), 



et Ton prend pour nouvelle variable d'intégration t. On déter- 
mine ensuite la forme des fonctions 9, 7, A» ••• de telle 
sorte que, pour t = io^ x se réduise à Xq, y à y©? z à Zq, , . *; 
que, pour t= tt^ x se réduise h Xi^ y 'kyt y z k z^] que, pour 
ai = aj, a2 = a", ... ^, y, ^ se réduisent à des fonctions 
données de ^, à savoir Oo(f), Xo(^), ^o(^)î • • -î que, pour 
ai = a, , . . ., a;, j^, 5 se réduisent à ^i(0» -^i (0» ^<(^)- 
Ces fonctions <^oî ^o? ^o? •••; ^i> ^n ^n ••• peuvent 
d'ailleurs être choisies de telle sorte que, par l'élimination 
de t^ y et Zf ... deviennent des fonctions données de x 
pour ai = a", ... et pour ai = a'j, .... 

Les limites de l'intégrale ne contiennent pas les a après ce 
changement de variables, et alors la variation de l'intégrale, 
ou sa différentielle totale relative aux a pourra se prendçe 

simplement en différentiant sous le signe / . Nous allons 
maintenant développer le calcul de ou. 



VARIATIONS DES INTÉGRALES SIMPLES. 363 



lY. — Première méthode. 
De réquation 



f F(a7, 7, y, . . . , ^, z\ . . ,)dXf 

on tire, en observant que Xq eta?4, après le changement de 
variable, doivent être remplacés par ùq et t^ et que dx doit 

être remplacé par -j- dt^ mais en n^effectuant pas ce change- 
ment que Ton sods-entend 

^u= f (^Fda:-hF^dx); 

or, en observant que 8 dx = ù-^dt='^ùxdt=^dSx et 
en intégrant par parties, on a 

8a = / F8a7-h f \^Fdx — dF^x); 



or, en appelant X, Y, Y', . . . , Z, Z', ... les dérivées partielles 
de F relatives ètx,y,y, . . ., z, z\ . . . , on a 

Sm = / F8a?-4- f \(^jr dx — ^x dy)Y -h (Bz dx — ^x dz)Z 

-f- (8y rfjT — 8^ df/) Y'-+- . . .] ; 

la fonction F pourrai tcon tenir ^0 y ^0 9 ^o» • • • 7<^i)J^i9 ^t^ • • • > 
dans ce cas, il faudrait ajouter sous le signe / les termes 

dF . ÔF ^ 
que nous n^écrivons pas pour ne pas trop compliquer. On 



I 
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peut encore écrire l'expression précédente ainsi 



(0 



8m = / Fo 



,X| 



f ûte[(oj-y8a7)Y-i-(8z — 45'oa?)Z-h...-»-(8y— y8^)Y' 

Si nous posons alors 

(o = 8 V — y'^Xy m = ^z — z' 8a7, 

nous aurons, en dîfTérentiant par rapport à t^ 

doi = ù dy —y'ù dx — dy'ox 

ou, en observant que o dy = ù{ydx)= Zydx -hJ^'S dx^ 

doi = fy'dx — dyhx = dx{^y' — y^x) 
ou bien 

( a ) w' = 8^ — y" 8t. 

Différentiant encore, on a 

dfù' = ^y'dx -^yodx — y dxhx — y'dZx 

ou 

dtji'=dx{$y—y''lx), 

c'est-à-dire 

(3) cu'"=-8/"-r'v85-, 

( : 

(2) et (3) permettent d'écrire (i) comme il suit 



= / F8ar-+- Ç ' dx[ 



Xi 

8m = / F8ar-+- 1 rfT[a)Y-4-TnZH-...-+-ta'Y' 



o'Z'-+-. . .-+-u)''Y'-hny'Z'-4-. . .] 
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OU, en intégrant par parties, 



tu 






>x 



Telle est l'expression de la variation de u] elle est de la 
forme 

/ H -h r (Qbi-^UTa)dx, 



Û et n ne contenant plus une seule variation. 



V. — Seconde méthode. 



On peut suivre une méthode plus simple pour calculer Bu. 
Considérons toujours l'intégrale 



f F(Xyyy ...)dx, 



et faisons encore le changement de variable indiqué au 
paragraphe précédent; mais remplaçons y par -^ -> y" par 

/tî y djc d^ X d'Y 

— -T-^ —y •••? c'est-à-dire substituons partout aux 

dérivées prises par rapport à x les dilTérentielles prises par 
rapport à f ; w prend alors la forme 

u— I F(Xjy, z^ dXj dy, dz, d^x, d^y^ . . .). 

Si Ton pose alors 

^_Y ^-Y ^P-v _^-.Y' 

dx~^' ^r~ ddx~' ' àdy~ ' 



on aura 



(0 j ^« =/'' =/' 



(X8x -+- Y87 -f- Z85 -I- X'8 dx 

Y'8 rf/-4-Z'8 ^-i-X'8 rf«a?-i-. . .). 



366 CHAPITRE VIII. 

En intégrant par parties les termes, tels que X'8 dx^ . . . , on a 



Xo 



f\'ld^x = f\'dnxz=z\ X'idx —JdVldx 



jr, 



= / {\ndx-dyjlx)-^ fd^X'lx, 



la formule (i) devient alors 



( 8w = / 






(X'8ar+Y'o^-f-...-+-X'8flfa: ...) 

) l ''• 

-h Ax8a7-f-Y87-hZ8^ — rfX'Sa? — ^Y'8/ — rfZ'85-4-<]?«X'8a7-i-...), 

et prend la forme 

8m = / A-+- r(A8a?-4-B8^-4-G8.s), 

A, B, C désignant des fonctions de x, y, z et de leurs diffé- 
rentielles. / A contient les variations de ^, ^. . . . , dx, 
dyy . . . , aux limites x^ et x^ . 

VI. — Troisième méthode. 

Pour trouver la variation d'une intégrale définie, on peut 
enfin suivre une troisième méthode qui s'applique assez bien 
aux intégrales multiples, et sur laquelle nous aurons à revenir. 
On suppose que les fonctions^, 5, . . • , dont il a été question 
aux paragraphes précédents, renferment des paramètres ai, 
a2, . . • , entrant dans les limites :&o> ^i de l'intégrale que Ton 
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veut faire varier, à savoir 






Fdx. 



Sa variation ùu ou sa différentielle totale relative aux a sera, 

en appliquant la règle de la différentiation sous le signe / 
pour le cas où les limites sont variables, 

81*=/ FS^-T- f 'dx^F 
ou, en observant que x ne varie pas, 



u = j F8ar-f- f *(Y8^ H- Y'Sy -+-... )^ar; 



l'intégration par parties donne 



8u 



= / FSarH-/ Y'Sj^-f-/ rsy-/ ^8j.+... 

•j'« fxr. Ij-^ «jr- 



•J'O 'JTo 'JTf, 



mais ùy, ùy^ Sj/', . . . n'ont pas ici la même signification que 

et il est bon de savoir transformer les expressions définies 

oy est égal à la 
valeur que prend Sy pour x = Xq\ de sorte que, si^ =f(^Xj a), 



da 
Au contraire. 



/ 



''g àfixoyd) 
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iLfaudra donc faire usage des formules 

la notation / yox étant mise ici pour^J^ôj:© î de même 



i*0 I X, 






d'où Ton lire 



/ 
/ 



X, 

0^ = Sxg — yo^^o, 



Xo 

^y=5yo— yoS^o, 



en ayant égard à ces formules et, par suite, aux suivantes 



/' 

•Xo 



§7 = 071 — 8^0 —^1 oa:i H-^i 8:ro, 



il est facile de voir que la méthode actuelle fournit les mêmes 
résultats que la première. 



VII. — Simplification. 

Lorsqu'une intégrale doit subir des changements par 
suite des changements de forme que prennent les fonctions 

placées sous le signe /, les limites restant invariables, on 

peut, ce que nous avons eu l'occasion de faire déjà plusieurs 
fois, supposer que les fonctions en question contiennent des 
paramètres variables et supposer que les variations de l'inté- 
grale proviennent des variations attribuées à ces paramètres; 
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dans ce cas, il n'est pas nécessaire de faire de changement de 
variable, et de supposer que la variable x^ par rapport à 
laquelle on intègre, contient les paramètres, et Ton a 8^ = o. 
Alors on a simplement 



f ¥dx=^ / Z¥dx 






= r \Y87-f-Y'8/-+-Y''87'-f-...-hZ8z...)rfa: 
et, en intégrant par parties, 
lj''¥dx=l '^rs^ + Y"8/-^8y-...j 



f '[(Y-:=j^+...)8y+(Z-...)S^-... 



dx ' " J 



Cette expression de la variation de l'intégrale est, comme l'on 
voit, beaucoup plus simple. 



VIII. — Condition ponr qn'nne fonction soit une dérivée exacte. 

Nous avons déjà montré comment on pouvait intégrer 
l'expression F(^, y^ y ^ . . .) sans particulariser la forme de 
la fonction j^ quand le problème était possible ; nous allons 
reprendre cette question; pour en donner une nouvelle solu- 
tion, à l'aide du calcul des variations, et ramener le problème 
à l'intégration d'une différentielle exacte, on obtient de cette 
façon la solution la plus nette. 

Nous avons déjà fait observer (t. III, p. 21 5) que, si l'inté- 
grale 

dans laquelle^, y^y^ . . . représentent une fonction de x et 

de ses dérivées, avait une valeur de la forme /(x, y, y, . . .), 

quelle que soit la forme donnée à y, sa valeur ne devait pas 

L. — Traité d'Analyse^ V. 24 
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changer en faisant varier la forme de y^ sans changer sa va- 
leur ou celle de ses dérivées pour j: = a?o et a: = a:, . En effet, 
en appelant /(a;,^,^, . . .)la fonction dontF(;r, ^', jk', • • ) 
est la dérivée, la valeur de l'intégrale de F est 

et ne varie pas si y^ y ^ y, . . . sont donnés pour a; = ar© 
et j? = j:i ; or, quand on suppose les quantités x^y^y ^ ... 
invariables aux limites, on a 



.JTt y..r 






Xo «^x. 



Y, Y', . . , X désignant, pour abréger, t- > x;? > • • > t- > et, en 
intégrant par parties, il vient 



r''^=x"('-^'"^'"->'-'' 



Pour que la variation de notre intégrale soit nulle, quel que 
soit 8^, il faut que 



ou que 






Cette condition est d'ailleurs suffisante. Supposons-la satis- 
faite : faisons varier Tintégrale 

/= f Fdx; 
mais, en supposant la limite inférieure telle, que x^y, y, ... 
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y soient invariables, on aura 



= Vlx-^ Ç {Wdx — dFlx) 

= F8^-h f {X{^y dx — ^x dy)-\-r{^y dx — Zx dy' )-^, . .\ 



J-0 



r-.¥lx^ Ç [\{Zy—yix)-\-r{iy~fir)^.,.]dT', 

si Ton fait 8^ — ytx = w, on a vu que 

hy — ^'oF = w' 

Ainsi l'on a 

8/=F8ar-h r (ajY-T-(o'Y'-4-to'Y'-u...)rf:r 

OU 



8/ = FSa: -+- a>Y'-+- (o' V-i- w' Y 



• • • 



dT , dY" dr 

— O) —: W — :— — . . . -^ ù) 



dx dx ' dx 



en observant que le coefficient de co sous le signe / est préci- 
sément le premier membre de (i), c'est-à-dire nul. Si l'on 
remplace alors w par sa valeur, on a 

3/=F8:r-^(8r-y8:r)(Y'-^-...j 



• •• !•«•« 



cette expression est de la forme 

8/= U8ar -h \oy -+- V'8v'-4- V'8y -h. . . 
et, par suite, /est l'intégrale de la différentielle totale 

U 80? 4- V 8/ -}-... , 
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que Ton peut maintenant écrire sans inconvénient 

Ud^ -4- \dy -h Ydy'^ . . . , 
en considérant x, ) , j^', . . . comme des variables indépendantes. 



IX. — Recherche du maximum ou du minimum d'une intégrale 

définie. 

Problème. — F(.r,j', z^y , :»',y' ^ • . ^) désignant une fonc- 

lion donnée de x, y^ z et des dérivées y =z -^-, z' ^^ -j^, - - - ^ 

on propose de trouver les fonctions de x qui^ mises à la 
place de y y z, rendront maxima ou mininia V intégrale 
définie 



-f 



.V 

Fdjr. 



Pour résoudre cette question, on fera varier l'intégrale u, 
et l'on exprimera que tu = o. En effet, pour exprimer que y, 
z rendent u maximum ou minimum, il faudra exprimer que, 
quand ces fonctions changent de forme infiniment peu, quels 
que soient les changements de forme éprouvés par y et z, 
u prend toujours un accroissement de même signe, ces 
changements de forme pouvant être censés produits par la 
variation d'un ou de plusieurs paramètres a<, ao. .... Le 
problème que nous voulons traiter ne diffère pas des pro- 
blèmes ordinaires de maxima et de minima; il faut donc 
que la différentielle totale de u relative aux a ou 8u soit 
nulle. Il faut aussi que 8- a reste toujours positif pour qu'il y 
ait minimum, et négatif pour qu'il y ait maximum. Heureu- 
sement, la plupart du temps il n'est pas nécessaire de 
calculer S^w, ce qui serait fort pénible, et, par la nature 
même de la question, il est facile de discerner le maximum 
et le minimum. 

De quelque manière que l'on s'y prenne pour calculer 8m, 
on doit obtenir les mêmes résultats ; nous avons vu cependant 
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la variation ùu affecter deux formes différentes (p. 363 et 
p. 365), à savoir 

(i) ûa = / U'^ C \il(û-^Uw)djr. 

(2) ow — / A H- / ( Aoj7 -h Bov-h C05;; 

d'après la forme (i), pour que l'on ait Sa = o, il faut que Ton 
ait séparément 



(3) 



r 

I II — f>, 12 — o, n =0. 



En effet, o) =r 3/ — y'ox et tîj = S;; — z'Zx sont arbitraires; 
on peut donc les choisir tels que, si Û et II ne sont pas 
nuls, rintégrale ait tous ses éléments de même signe, et de 

même signe quel H si cette quantité n'est pas nulle; et 

alors ou ne sera pas nul. Ainsi les formules (3) sont les con- 

ditions du maximum oudu minimum; d'ailleurs, pour que / H 

soit nul, il faut que les coefficients des variables indépen- 
dantes qu'il contient soient nuls. 

Un raisonnement analogue fait sur la formule (2) montre 
que les conditions du maximum ou du minimum sont aussi 



(4) / A = o, A=o, B = o, C — o. 






Il semble que l'on trouve ainsi une condition de plus; mais 
les conditions (4) rentrent dans les conditions (3), et, bien 
que l'identification des formules (3) et (4) ne soit pas une 
tâche au-dessus des forces de l'Analyse, on peut voir a priori 
que les formules (4) peuvent se réduire à un nombre moindre 
d'une unité. 
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Les équations A = o, B=o, C = o sont des équations 
diiTérentielles dans lesquelles la variable indépendante est ^; 
les équations û = o, Il = o sont des équations différentielles 
dans lesquelles la variable indépendante est ^. Dans le premier 
cas x^ y^ z sont des fonctions à déterminer; dans le second, 
^ et ^ sont seuls à déterminer et le problème est résolu. Dans 
le premier cas, après avoir calculé x^ jk, z en fonction de f , il 
faut éliminer t pour avoir le résultat, de sorte que les équa- 
tions û = o, n = o sont ce que deviennent A = o, B = o, 
C = o quand on a éliminé t. Comme, d'ailleurs, la relation 
qui lie :r à ^ est arbitraire, les équations {^)Tïe nous apprennent 
rien de plus que les équations (3). 

Dans la pratique, les équations (4) devront être préférées 
aux équations (3), d'abord parce qu'elles sont plus symé- 
triques, et ensuite précisément à cause de l'indétermination 
de la variable indépendante, ce qui est un avantage que nous 
avons eu souvent l'occasion d'apprécier. 

JC. — Résolntion de quelques problèmes. 

Problème I. — Trouver le plus court chemin dUin point 
à un autre. 

Soient ^OîJV'o» ^a les coordonnées de l'un des points par 
rapport à trois axes rectangulaires, x^^y^ , Zs les coordonnées 
de l'autre; il s'agit de rendre minima l'intégrale 

qui exprime la longueur de la courbe cherchée. Calculons ùu 
pour l'égaler à o : en supposant les limites variables et en 
les supposant tacitement remplacées par t^ et t^^ la variable 
d'intégration étant t et non plus x^ on a 



yjdx'*' -+- dy'^ -t- dz^ 
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OU 



•r, »„> 



ds 



en écrivant ds au lieu de ^dx'^'\-€ly^-^dz'^. En intégrant 
par parties, on a alors 



/ ( dx ^ dy ^ dz ^ \ 



.r 



r^ [ j<i^ -^ , d[v ^ jdz ^ \ 



Pour qu'il y ait minimum, il faut donc que Ton ait 
/ V fdx jdv ,dz 

('> ^5F=^' ^^.-=^' ^^=^^ 

(2) / (cte 5a: -i- dy ly -+- </.3 05) = o. 

Les équations (i) donnent 

dx = a c?j, dy •= h ds^ dz = c dSj 

a, by c désignant trois constantes, qui se réduisent à deux 
si Ton prend x pour variable et si l'on écrit ces équations 

dx dy dz 
a ~" b ~~ c ' 

d'où l'on tire, en intégrant, 

X — a y — J3 z — y 



(3) 



a 



Ces équations sont celles d'une droite, et le plus court chemin 
cherché est une droite ; il reste à déterminer les constantes 
a, 6, c, a, p, y. Nous allons examiner les divers cas qui 
peuvent se présenter. 

Premier cas. — Les deux points x^^ yoi -ïo ^^ ^mJ^u ^i 
sont donnés fixes. Alors S:ro = o, S^o = o» ô^o = o ; 8;r, = o, 
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8^1 = O, 8^, =: O, et la formule (2) est satisfaite d'elle-même. 
Les constantes a, p, y, a, 6, c se déterminent en exprimant 
que la droite (3) passe par les points fixes donnés. 

Deuxième cas. — Les deux points Xqj y^, Zq et x^^ y^ , z^ 
doivent être situés sur deux surfaces 

Alors à la formule (2), que Ton peut écrire 

il faut adjoindre les équations obtenues en différentiant (4) 
par rapport aux paramètres a, ce qui donne 



(6) 






àxi 



o.ri 



ày^ " 









éliminer deux variations entre (5) et (6), égaler à zéro les 
coefficients des variations restantes ou bien, en employant la 
méthode des multiplicateurs, poser 

dxa -4- Xo -; — = o, dvQ -h Aq 3— — o, dz^ --h Aq t— = o, 

Ox^ ^ d/o àza 

dxx -^ Al -^ = o, dyx "+- ^1 ;7rr <>> dz^ — k\ -^- ^ o, 
dxx Oyx ozi 

ce qui donne, en éliminant les multiplicateurs Xq et X, , 

d xp _ dya _ dzp 

(^îi\ ~ ( ^\ " ('hi \ ' 

Vàxo) \dyo/ \ô7j 
dx\ dy\ dzi 

\dxx/ \dyi/ \dzx/ 

Ces équations expriment qu'un déplacement efiectué sur la 
droite qui est le chemin minimum est normal à chacune des 
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surfaces (4); la droite (3) aura donc ses constantes a, 6, c, 
a, p, y déterminées par cette condition qu'elle devra être 
normale aux deux surfaces. 

Troisième cas. -^ Les deux points Xq^ Yq^ 5o; x^^y^^ z^ 
sont V un fixe, Vautre assujetti à demeurer sur la surface 

Ce cas se traite facilement en supposant ùx^ = ùy^ = oz^ = o ; 
la droite cherchée est alors la normale menée Xi, yt^ z^ à la 
surface cp© = o. 

Quatrième cas. — Les points Xo^yo^ ^o et ^«,^4, z^ sont 
assujettis à se trouver sur les courbes 

(7) j 

à Téquation (2) 

dxi o-Ti -*- dyi oyi •+- dzi^Zi — dxo ^^o — ^O'o ^yo — ^^o ^^0 = o 

il faudra adjoindre celles que l'on obtient en diflFérentiant (7), 
à savoir 

- — o.rQ -H . . . — o, - — oj^o ■ — . . . ^= o, 

Oxq ô.rQ 

-t — ox\ -T ... — o, — oj^i -^ . . . =: o ; 

en éliminant quatre des variations 8^0» ^^o? ... et en éga- 
lant à zéro les coefficients des variations restantes, on aura 
les équations déterminant les constantes a, 6, c, a, p, y. En 
faisant usage de la méthode des multiplicateurs, on a 





— 


àyo Oya 





OZo OZq 


— 
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et trois autres équations obtenues en changeant Tindice o 
en I ; on en déduit 

qui exprime que la direction dxQ, dy^^ dzo ou a, è, c de la 
droite est normale à la direction de la tangente à la courbe 
(pQ = o, ^0 = o ; elle est évidemment normale à l'autre courbe. 
On voit sans peine comment on traiterait le cas où l'une 
des extrémités du chemin cherché serait assujettie à demeurer 
sur une surface et l'autre sur une courbe, etc. 

Problème II. — Tromper sur une sur/ace la ligne la 
plus courte entre deux points. 

L'intégrale à rendre minima est, comme dans la question 
précédente, 

mais x^^y eX, z ne sont plus indépendants les uns des autres, 
et l'on a entre eux une relation 

qui est l'équation de la surface : on devra donc remplacer z 
par sa valeur tirée de (2) avant de faire varier l'intégrale; 
mais on peut aussi faire d'abord varier l'intégrale, puis tenir 
compte de la relation (2) en observant que 8/'=o, ou que 

(S) f\^x-\-f2?jy-^fz^z =0, 

en posant, pour abréger, /« = ^, /j = ^, /, = ^; on a alors 

^ /*'* dx d^x -\- dy doy -h dz dBz 
*"=j ds ' 



Variations des intégrales simples. 879 

en désignant dx^ 4- dy^ + dz^ par rf^*, ou 



^ I /d.r ^ dy ^ dz ^ \ 



'•Te 



Pour que Sa soit nul, il faut que la quantité placée sous 

le signe / soit nulle; car, en vertu de (3), elle se réduira à la 

forme A Sx 4- B 8^ et les coefficients de Sx, Zy qui sont arbi- 
traires devront être nuls^ ainsi Ton doit avoir 

jdr ^ ,dv^ -.dz ^ 

a — r- 0J7 -f- a -i- oy -♦- a -,- ô-s = o. 
ds ds '^ ds 

En combinant cette formule avec (3) et en employant la 
méthode des multiplicateurs pour éliminer les variations, 
on a 

d'où, en prenant s pour variable indépendante , 
,,. d'^x d^y d*z 

La courbe cherchée a donc sa normale principale en coïnci- 
dence avec la normale à la surface; son plan osculateur est 
normal à la surface. Les lignes qui jouissent de cette pro- 
priété portent le nom de géodésiques : nous les étudierons 
plus loin. 

Si les points x©, yo^ Zf^ et Xi, y^, z^ sont fixes, on aura 
Sa = o, en prenant 

'«0 

et cette équation sera satisfaite d'elle-même, Sxq, Sj^o? • • • 
étant tous nuls. Pour résoudre la question, on intégrera les 
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équations (4), puis on déterminera les constantes d'intégra- 
tion en exprimant que la courbe passe par les points fixes 

Si l'un des points Xq^ jkoî ^o était assujetti à se trouver 
sur une courbe fixe, l'autre étant par exemple fixe, on aurait 
d'abord 

pour l'une des équations de cette courbe, et 

pour l'autre équation; par suite, 

/, 8.ro -h /s 070 -^/so^o ^ o, 

et (5) donnerait 



d'où 



, à(Ao) d(f,o) d(/,o) 

dxQ — '—- -^ dyQ ~ '—- -^ dzQ - ^ = o, 

<^(ro»-o) O^z^.Xq) 0{xo.yo) 



ce qui exprime que la géodésique est normale à la courbe 

XI. — Sur une classe d'éqnations diiférentielles. 
La recherche du maximum ou du minimum de l'intégrale 



s. 



F dx. 



dans laquelle F désigne une fonction de x^ y^ z, . . , 
conduit à l'intégration des équations différentielles 



^ d\' rfîY' 

dZ' d^V _ 
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parfois fort difficiles à intégrer. (Y, Y', . . . , Z, Z', . . . ont 

toujours les mêmes significations que plus haut : Y = -5 — • • ) 

Supposons que la fonction F ne contienne qu^une fonction 
inconnue^ : c'est ce qui arrivera toutes les fois que l'on aura 
à rechercher une propriété de maximum relative à une courbe 
plane. Si la fonction y n'entre dans F que par ses dérivées, 
Téquation difierentielle à intégrer sera 

et l'on aura immédiatement une intégrale première 

Y ; h . . . = const. 

ax 

Il se présente une simplification analogue quand F ne 
contient pas la variable x; en efiet, on a alors 

dF^Ydy-^Tdy-r-... 

ou 

dF =(\y-^Yy-h.,.)dx; 

éliminant alors Y entre cette équation et l'équation à intégrer 

rAY ' d^\^ _ _ 
dx dx^ ' ' ' ' 

on a, en supposant Y"'= o, Y" = o, . . , 
Cette équation peut s'écrire 

d¥ ^- d{Yy')-^d(Yy'-- ^y) 

et s'intègre immédiatement. L'équation du problème est donc 
simplement 

F = Y' y -^ Y" y" —-^y-^ const. 

uX 

Quand ni ^ ni a: n'entrent dans F non plus que les dérivées 
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d'ordre supérieur à 2, les simplifications dont nous venons 
de parler se présentent à la fois ; d'abord, y n'entrant pas dans 
l'équation à intégrer, celle-ci se réduit à 

dx dx^ ~^' 
d'où l'on tire, en appelant a une constante, 

^-'-dr=''' 
comme l'on a en outre 

rfF=(Yy-f-Y>'')rf2:, 
l'élimination de Y' donne 

dF = /^YV-H ^y\dx-^a dy 
ou 

équation immédiatement intégrable. Faisons une application 
de ces principes : 

Problème. — Trouver une courbe plane qui, passant 
par deux points fixes, soit telle que l'aire comprise entre la 
courbe, sa développée et ses rayons de courbure extrêmes 
soit un minimum. 

En appelant x, y les coordonnées d'un point quelconque 
de la courbe Xo,^o ^t. x^^y^ les coordonnées de ses extré- 
mités, l'intégrale à rendre minima est 

• ■ 
ICI 

p^0^^^ Y=o, X = o, r=-(i-h/.).^. 
L'équation différentielle de la courbe cherchée est 
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OU 

— -r^— =«/-+-«», 

b désignant une nouvelle constante; ce que Ton peut écrire, 

en appelant R le rayon de courbure, s l'arc de la courbe 

cherchée, 

-. ds dy , 

cLx ax 



OU 



Posant 



-, dy ,dx 

ds ds 



dx dy 

rfF= coso. f^= s.n<p, 

a = rcosa, 6 = rsina, 



on a 



2R = rcos(ç — a) 
OU, en faisant tourner Taxe des x de Tangle a, 

aR = rcostp. 

ds 
Or R == ^, car rf^ est Tangle de contingence; on a donc 

ds r 

-r- = - COS O 

acp '2 ' 
et, par suite, 

dx r . dy r . 

-— - r= -cos'q, -f- = - sm® COS9; 

a<p a * aç a ^ ^ 

en intégrant, il vient 

a? = - (sincp cos<p -f- cp)-4- const., 
y = - (cosacp -hi)-i- const. 

Ces équations sont évidemment celles d'une cycloïde. 

Remarque. — Si l'on avait cherché le maximum ou le 
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minimum de Tintégrale 



/ 



•^ dXy 



(i-^y») 



ce qui revient à chercher la courbe qui, passant par deux 
points fixes, présente une courbure moyenne minima, l'équa- 
tion différentielle du problème se fût réduite à une identité, 
et, en effet, la quantité placée sous le signe est une dérivée 
quel que soit y et, par suite, l'intégrale ne dépend que de a;©, 
^0) ^1 î ^1 > les points ^Oî y fi et x^ , ^i étant fixes, elle est con- 
stante et, par suite, n'est pas susceptible de minimum. 



XII. — Maximum et minimum relatifs. 

On a souvent à rendre une intégrale définie maxima ou 
minima, pendant qu'une ou plusieurs autres intégrales sont 
assujetties à conserver des valeurs constantes. Ces questions, 
qui sont dites questions de maximum ou de minimum 
relatifs se résolvent toujours d'après les mêmes principes. 

Supposons qu'il s'agisse de rendre maxima l'intégrale 



u ~ I F dr, 



sachant que les intégrales 



f F* dr, w = j Qdx 



sont assujetties à conserver des valeurs constantes. 

Si l'on cherchait à résoudre ce problème par les méthodes 
ordinaires, on écrirait 



oa = o, op = o, ôw = o; 



mais ces équations sont incompatibles si l'on suppose que u^ 
s^j sv, ... ne dépendent que d'un seul paramètre a. Aussi 
imaginerons-nous, pour les besoins de la circonstance, que Xy 
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y^ z^ . . . , dépendent non seulement de t^ mais de plusieurs 
autres paramètres a, a', a", . . . , en nombre égal au nombre 
des conditions données; SU sera alors la différentielle totale 
de la fonction U relative aux variables a, a', a", . . . , la variable 
t restant constante. 

On pourra alors trouver le maximum ou le minimum de u 
en écrivant 

L'application de la méthode des multiplicateurs à ces équa- 
tions conduit, comme Ton sait, à rendre maxima Fexpression 

où \ Y- ^^^^ ^^^ quantités constantes que Ton détermine en 
écrivant que les intégrales v gX. w ont des valeurs données. 
Nous allons faire une application de cette règle au problème 
des- isopérimètres. 

Problème. — De toutes les courbes fermées, à contour 
simple, de même longueur, quelle est celle qui comprend 
la surface maxima. 

Si l'on prend des coordonnées polaires r, 9 et si l'on 
appelle / la longueur des courbes considérées, il faudra rendre 






Î7C 



maximum, sachant que 



/ 







On rendra d'abord 






maximum, en égalant à o la variation de cette intégrale; on 
aura alors 



= / ( 2ra8 or -f- r*aSO -H A — 1 

± \ ^dr^-^r^d^^ ) 



L. — Traité d* Analyse, V. a5 
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et, en intégrant par parties, 



égalons à zéro les coefficients de 8r et 86, nous aurons 

araO — kd —.- -hÀr — ,- = o, ^rdr-\-Ad — ^ - = o, 
ds ds ds 



S désignant l'arc de courbe ^dr^ -f- r^rfO^. La seconde équa- 
tion donne 

, . r^df) 
r* H- A — -j— = a*, 

a désignant une constante : on en conclut 

• 

Xr«rfe 

as = 

a» — r» 

ou 



/é/rî -f- r« c/ô2 = 



on en tire 

«0 = 



ce que Ton peut écrire en posant X'^ z=r X- -h 4^^, 



d^ = 



dr 



or la dérivée de — r^ — est égale à ; donc, en intégrant, 

A r A r* 

on a 

6 — Oo = arccos — ; > 

A'r 

d'où Ton tire 

r* 4- XV cos(0 — 60) — a« = 0. 
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C'est l'équation d'un cercle, ainsi que l'on peut s'en assurer 
en revenant aux coordonnées rectilignes ; )/ se détermine en 
écrivant que la longueur de la circonférence est égale à /. 
Il reste deux constantes arbitraires dans la solution et cela 
doit être, car tous les cercles égaux satisfont à la question et 
contiennent dans leur expression deux paramètres arbitraires. 
La même équation différentielle et la même méthode con- 
duiraient à la démonstration de ce théorème : 

De toutes les figures de même aire le cercle a le plus 
petit contour. 



XIII. — Cas où il existe nne relation différentielle entre 
les fonctions qni entrent sous le signe /. 

Je suppose qu'il s'agisse de rendre l'intégrale 



"^-r 



¥dx 



maxima ou minima, sachant que, entre les fonctions inconnues 
/, >3, . . . dont elle dépend, il existe une ou plusieurs rela- 
tions différentielles ou finies 



• • • « 



on ramènera ce cas à celui que l'on a étudié au paragraphe 
précédent, en observant que les formules précédentes sont 
équivalentes à 






Faisons lîne application de ces principes au calcul du 
maximum de 

Xo 

sachant que 

f{x,y,z) = o. 
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On aura à chercher le maximum de 

on posera alors 

(i) y(8F-4-aX/8/) = o. 

Soit 

A 8a? -f- B 8^ -H G Sz 

la valeur que prendrait la quantité placée sous le signe / 

si Ton voulait calculer Zu. La quantité placée sous le signe / 
dans (i) sera 

et l'on devra égaler à zéro les coefficients 8a;, ùy, 5z, ce qui 
donnera 

et les conditions du maximum s'obtiennent en éliminant X 

ou 2^/. 

On peut modifier un peu la méthode précédente. Les équa- 
tions Û = o, Û'= o peuvent être remplacées par 

Te* û« dx = o, A'» 12» c2a? = o, 

et 6' désignant des fonctions arbitraires : on est alors con- 
duit à chercher le maximum ou le minimum de 

et à déterminer X et V de telle sorte que f^^Q^dxei f^'^Q!^dx 



YARIATIONS DES INTÉGRALES SIMPLES. SSq 

soient nuls. Or, si Ton pose >.62Û = [jl, V^'^Q'^ = \t.', cela 
revient à rendre 

(F-}-|jLi2-+-tx'û')ûta? 



/< 



maximum ou minimum et à disposer de [x et [jl' de telle sorte 
que Û = o, Û'= o; mais on pourra traiter jx et jjl' comme des 
constantes par rapport à la caractéristique 8, car les coeffi- 
cients de 0[jLet 8[jl', quand on fera varier l'intégrale précédente, 
seront Q et Û' nuls par hypothèse. 

C'est ici l'occasion de signaler une erreur que l'on pourrait 
être tenté de commettre dans la recherche des courbes qui 
satisfont à certaines conditions de maximum. On ne peut 
pas prendre l'arc pour variable d'intégration, et cela parce 

que les -j- et -y- ne sont pas arbitraires, mais bien liés par la 

relation 



ds* ds* 



= I 



qui impose à -^ et à -^ la condition de rester moindres que 

f yds n'a pas de minimum en lui- 

même, mais en acquiert un en supposant que s satisfasse à 

la relation qui précède. Pour trouver le minimum de f yds, 

c'est-à-dire la courbe qui, par sa révolution autour de l'axe 

des ^, fournit la surface d'aire minima, il faut chercher le 

minimum de 

r/ , ^ dx^-hdy^ — ds^ 

J{yds^i; £ 

la variation de cette intégrale est 

rV^ , ç, - ^ dxZdx -^ dyZdy — dshds 
I \ùyds-^yods-^2\ "hf 

— j^ (dx^ -4- dy^ — ds* )^ds\ 
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OU 



/ 



rÏ2 j ^ :^ ^ ,X^r ^ \ dy 

-i- / \ùy as — dyds — loxd —-^ 'kty d 



ds 
\dx^ ,1 dy^ 



^-^>\ 



ds^ 
En égalant à zéro les coefficients de Zx^ ùy^ 8s, on a 

.\ dx , f À ûîv 

d — , --=o, ds = id — 7^> 
ds ds 

Laissons de côté la dernière équation, qui est la plus compli- 
quée; les deux premières donnent 

\dx a , ^ dy 

—,- = -, b-^- s = ik -j-j 
ds 2. ds 

6 et a désignant des constantes. A ces équations on doit 
joindre la suivante : 



'-■)Hiï--^ 



/d.r\ 
[di 



les deux premières, élevées au carré, donnent, en tenant 
compte de celle-ci, 



a» (b-hs)^ 

- = I 



4X> 4>^' 

d'où 

il en résulte, par l'élimination de X, 

!^/^^(6"=^ = a, ^/a2 -+-(6 -+-*)» = 0-^5; 



on en lire 
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X = alog[6H-5 dz /a*-^(6 -t- *)*]•+■ const., 
y — /a* -+-(6 -k- sY 4- const.; 
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éliminant .v ou 6 4- 5, on a 



a, = aIog(^ ^ 



— a'-^.r 



const. 



ou, en négligeant les constantes, 






X 



donc 



= ?(^J+e ^). 



La courbe cherchée est donc une chaînette. Si nous sup- 
posons les points limites fixes, S^ et Zx sont nuls aux limites ; 
quant aux coefficients de 85^ et 850, on peut observer que, 
sous le signe de substitution, le coefficient de 85 a pour diffé- 
rentielle l'une des quantités qu'il a fallu égaler à zéro; ce 
coefficient est donc constant [équation (6)]; on a donc 

A- (851 — 05o) = O, 

k désignant une constante. 



XIV. — Résolation de quelques problèmes. 

La difficulté capitale du calcul des variations réside dans 
l'intégration des équations auxquelles on est conduit dans 
toutes les questions de maximum que l'on veut résoudre. 
Toutefois, même dans le cas où l'on ne sait pas intégrer les 
équations auxquelles on est conduit, le calcul des varia- 
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lions peut fournir des indications utiles. Considérons, par 
exemple, la question suivante : 

Problème. — Trouver sur une surface donnée la ligne 
de longueur donnée qui renferme une aire maxima. 

Soit 

(0 /(a:*, y, z) = o 

l'équation de la surface donnée; soient/? = — , ^ = — . La 
quantité à rendre maxima est 

/ / y/ \ -^ p^ -^ q'^ dx dy ^ 

et l'on pourra intégrer une fois, puisque z^ />, q sont des 
fonctions données par (1) de a; et y. Soit donc 

t' = y ^\^p^-\-q^dy\ 
il faut rendre 

maximum, sachant que le périmètre de la courbe le long de 
laquelle l'intégrale précédente est prise est donné. Si l'on 
prend l'arc s de cette courbe pour variable, on sera conduit 
à égaler à zéro la variation de l'intégrale 

V= f[vx^\{x'^-^y^-\-z'^ — i)^^f]ds, 

les accents désignant des dérivées relatives à 5 et X, [x des 
constantes à déterminer par la condition que le périmètre de 
la courbe cherchée ait une longueur donnée. On a 

a^r -H ^ 8x + ^ SsWaX(a?'8a?'-t-y Sy-h V8V)1 ds 




TARIATIONS DES INTÉGRALES SIMPLES. SqS 

OU bien 

dv 



On doit poser, en observant que —~z=zyJ\-\-p'^-\- q^^ 

— - — fif 

|x -f- — aA^' — o. 
àz 

Ce sont les équations du problème, en général impos- 
sibles à intégrer, mais on peut trouver une propriété remar- 
quable de la courbe qu'elles représentent. Prenons en effet 
pour plan des xy le plan tangent en x, y, z, pour axe des x la 
tangente à la courbe, les équations précédentes deviendront 

x' = Of x' — 1 \y' ---" o, jx -p — x À z" = o. 

Or, en appelant co l'angle que la normale principale fait avec 
l'axe des^, c'est-à-dire avec le plan tangent, et p le rayon de 

courbure, on a 

py = cosu) 

et, en observant que 0?'= i, la seconde des formules précé- 
dentes donnera 

cosa> I 

= — = const.; 

p 2A 

il en résulte que la courbe cherchée est telle que la projection 
de sa courbure sur le plan tangent ou, comme l'on dit, que 
sa courbure tangentielle est constante. Cette courbe a quel- 
quefois reçu le nom de cercle géodésique de la surface; 
nous la retrouverons dans un autre Chapitre où ce nom de 
cercle géodésique sera justifié. 
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XV. — Théorème d'Hamilton. 



Cherchons la variation de Tintégrale 



e 



•0 



dans laquelle V représente une fonction de x^, x^, . . . , Xny 
de leurs dérivées relatives à ^, à savoir x\^ x'^, . . . , x^ et de /^ 
nous aurons 



ae 



•0 



ou, en appliquant Pintégration par parties, 

Il résulte de là que, pour que l'on ait 80 -- o, il faut que 
l'on ait 

et si les variables x ne sont liées par aucune équation de 

condition 

d\ d à\ 



— o. 



dx\ dt dx^ 
(3) { d\ d d\ 

dXi dt âx^ ~ * 

La formule (i) montre que, si les Sx sont nuls aux limites et 
que si les formules (2) ont lieu, on aura 80 =0. Cette 
remarque fournit un exemple curieux de changement de 
variables. 

Supposons que, dans l'équation (2), on veuille substituer 
aux variables x^, Xj, , . . , Xn d'autres variables en nombre 
égal ou différent j^i,j^2, . . y^t, liées ou non par des équa- 
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lions de condition : V deviendra fonction des j^, et l'on aura 
toujours SB = o si l'on suppose les 3k nuls aux limites. Or 
la formule (i) est alors remplacée par 



ae = 



(2^^^--X'2(d7-^1^)^^^'- 



Si l'on veut que ô0 = o, en supposant les ùy nuls aux limites, 
on voit que l'on aura 



2( 






c'est la transformée de l'équation (2). Or on peut toujours 
faire en sorte que les nouvelles variables j^ ne soient pas lices 
entre elles par des équations de condition : parmi les moyens 
d'arriver à ces résultats, on peut prendre pour variables y^ 
n — k des variables x^ k désignant le nombre des relations 
qui lient les or, les autres variables devront alors être exprimées 
à l'aide de celles-ci au moyen des équations de condition. 11 
résulte de là que l'on pourra toujours remplacer la condi- 
tion (2) par des équations telles que 



d\ d d\ 

— o, 



ày\ dt dy' 

Supposons maintenant qu'il n'existe aucune relation entre 
les variables x et que l'on définisse ces fonctions de t au 
moyen des équations différentielles du second ordre (3). 
Supposons enfin, ce qui est permis, que la caractéristique 
représente une différentielle totale prise par rapport aux 
constantes en nombre 2/1 amenées par l'intégration des équa- 
tions (3), l'équation (i) deviendra 

l'indice o placé en haut d'une lettre indiquant que l'on y 
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suppose 1-= Iq, Cette équation donne 





d\ de dv 

dx\ dx^ dx'^ 


(4) ^ 

\ âx\ 


dw de dV 

~ dx'^ drS " dx'^^ 


On a d'ailleurs 




(5) 


«^^ _ V ^^ - V • 

di ^' dto " 


mais on a 






de de \ide , 

dt " dt '^Zddx'"' 




de de v^ de , 

dto dto'^ Zàdx^^'^' 


c'est-à-dire, en 


vertu de (4) et (5), 


(6) 


dt -^ Zàdx""' 


(7) 


de V V ^^ ' 

dto~ ^'^2ddxo'''' 



Si l'on remplace dans ces équations x^ et x^ par leurs valeurs 
tirées de (4) en fonction des -r- et des -r-^» on aura deux équa- 
tions aux dérivées partielles auxquelles satisfera la fonc- 
tion 6. 

Tel est le théorème d'Hamilton. Si l'on connaissait la 
fonction 6, on voit que les équations (4) seraient les inté- 
grales des équations (3), puisqu'elles sont n relations entre 
les Xy les xf, t, et 2n constantes arbitraires x\, xl^ . . . , x'^j 
x^^ .... Il y a donc grand intérêt à connaître cette fonction ; 
mais on ne voit pas très bien comment on pourrait la calculer. 

Jacobi a montré que, pour avoir les intégrales des équations 
(3), il n'était pas nécessaire d'avoir la fonction elle-même, 
mais seulement une solution quelconque de l'équation (6) 

de ,, VI ^e , 

X, 



»> T.-"-!. 



dx 
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OÙ 0?' est tiré des équations de la forme 

dx ~ ~dx 

pourvu que cette solution renferme n constantes arbitraires 
«1, a2, . . . , a^. Les intégrales de (3) sont alors 

/ de _ ^ ae _ dv 

] dxi dx\^ dxt ~ dx'^^ 

^4, ^2} • • • désignant n nouvelles constantes arbitraires. 

Pour démontrer ce théorème, nous déduirons les équations 
(3) de (8) par Télimination des a et des P, en nous appuyant 
sur ce que 6 est solution de (6). On a 

2dS dx 
dx 'di 



de 

dt 


de 
*" ât 


et, en vertu de (6), 





di ~~ "^ jZàdx ^ ~^ ^dx "de 
et, en différentiant par rapport aux a avec la caractéristique 8, 

~^^dx dt~j2Lt âx'^^'dt âx' 

c'est-à-dire, en vertu de (8), 

(9) ^dt'=2é^'''-^Zôx'^^-^ZV'^^ré^- 

d'un autre côté, on a 
OU, en vertu de (8), 



Se 



=2S«--2;p«' 
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et, par suite, 

^ de ^ d\ ^ dx \^ d d\ ^ 

^-di=2dd^''-dï-^2à'dtd^'^''' 

Retranchant cette formule de (9), on a 



^ \0x dt dx' 1 ^\ di I 



dx\ ^ éS 
f>x' 



mais, les Sa et les û^ étant arbitraires, il en est de même des 

ox et des 8 -r-: on doit donc avoir 
dx 

ày_ _ d d\ _ ,dx 

dx ' di dx' ~ ^' ^ ~ dt^ 

ce qui montre que les équations (3) sont des conséquences de 
(8), en d'autres termes, que (8) sont les intégrales de (3). 
Nous verrons qu'il y a des cas dans lesquels il est plus 
simple de deviner une solution de (6) que d'intégrer les 
équations (3). 

XVI. — Application à la Dynamique. 

Les équations du mouvement d'un système de points de 
masses m^^ m^j ... ayant pour coordonnées x^^ y^^ z^] 
^2j ^2î '^2» ' • • sont, en désignant le travail par 8Q, 

si l'on fait alors 

2T=^mi(x?-^y,^^Zi^), 
on a 



. àT 


§ 


dT 


f 


dT 


mxi= — j, 

OXi 


myi- 




mzi — 


dz- ' 



ce qui permet d'écrire l'équation (i) de la manière suivante 

/di d dT 



"^ / ov a di \^ ^-. 
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si aux coordonnées o^i, X2^ • . . on en substitue d'autres q^j 
q^t • • • on a (p. 894) 






Supposons SQ = Q^ Zqs H- Q^^^qn H-. . . si les variables y,, 
^2j ... ne sont pas liées entre elles, si elles sont indépen- 
dantes, cette équation se décomposera en d'autres de la forme 

dçi de dq'i ^' 



XVIL — Rédaction à la forme canonique. 

C'est Lagrange qui a fait connaître les équations du mou- 
vement avec les coordonnées q quelconques (Mécanique ana- 
lytique), Hamilton passe pour les avoir mises sous la forme 
dite canonique (en i834, Transactions philosophiques). 
Mais Cauchy avait déjà fait usage de cette forme canonique 
en i83i, dans un Mémoire très rare publié à Turin. 

Reprenons l'expression 

â\ d d\ , dtTi ' , 

qui se rencontre dans les questions de Dynamique et dans un 
grand nombre de questions relatives au calcul des variations : 
supposons la fonction V homogène et de degré m par rapport 
aux x\ ; on aura 

on en tire 



et, en différentiant avec la caractéristique 8, 
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OU 

(m~i)8V = -21^ ^^'•-^2''^^ S" 

Cette formule montre que, si Ton prend pour variables in 

pendantes ;r,, ^2, . . . , Xn et^ =Pit -^ = P^y . • - » 
aura 

d\ I d\ d\ i , I cLvi 

û?a?/ "^ m — I dxi ' rf/?/ "~ m — i ^ /n — 1 cLv ^ 

on aura donc 

dV d à\ . .dVdpi I doTi dV 

Des équations de la forme 

^V _ ^ ^ au _ , _dxi 

dxi dx dx'i dXi "~ ' ' ~ cfcr ' 

où U n'est pas fonction des j?;, pourront donc se mettre, ej 

posant 

— (m-i)V-HU = H, 

sous la forme suivante, dite canonique. 



dVL __ dpi dU _^ dxt 
dXi ~ dx dpi ~" dx 



et que nous étudierons spécialement dans un autre Chapitre. 



XVIII. — Règle ponr distingner les mazima et les minima. 

Théorèmes préliminaires. 

Théorème I. — Si y est une solution de V équation diffé- 
rentielle 

dans laquelle Ao, Ai , ... désignent des fonctions données 



....a 



dS 
dpi 
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dex^y etde ses dérivées successwes y ^^ ^ . . . , V expression 

sera une dérivée exacte, quel que soit ?/, et son intégrale 
sera de la forme 

B,, B2, ... désignant des fonctions de x indépendantes 
de u. 

Ce théorème de JacobI peut servir, comme on voit, à 
trouver une seconde intégrale de (i), quand on en connaît 
déjà une; il a été démontré comme il suit par M. Heine 
{Journal de Crelle, t. 54). 

Posons 

A désignant une fonction de x invariable de forme, et sup- 
posons u et ses dérivées invariables aux limites de l'intégrale : 
nous aurons, en différentiant avec la caractéristique S, 

oZ = / Xu'^^u'^dx 
et, en intégrant par parties, 

3Z = ziz f-^^ {ku^)oudx. 

Posons alors M = /vou<=->et nous aurons 

(3) ZZ^±Jylt^^{kun)dx. 

Posons maintenant u = ty dans l'équation (2) : nous aurons 

2Z= fk[{tyy'Ydx= jX{tyn-^niy^-^-^..,-^t''y)^dx. 
L. — Traité d'Analyse, V. 36 



/4O2 CHAPITRE VIII. 

Intégrons par parties; si Ton intègre un terme de la forme 
XtPyfj il est clair que Ton pourra le ramener à la forme 



Çc(tpydx, 



en sorte que l'on pourra écrire 



2Z= ACo^î-f-G,/'*-^...- G„f/")*|rf^, 

et, en différentiant, 

az === /'fCof — ^ (G, /';-^ • - - ^ (G.vf")| «^ S/. 

La comparaison de cette formule avec (3) montre que Ton 
peut écrire, en supprimant le signe. dz qui est inutile, 

faisons dans cette formule successivement A = Aq, A,, . . . , 
et ajoutons les résultats : nous aurons 

L'identification donne immédiatement y A,i — j — = B,, -, — 

OU B,i = Artj^- : d'ailleurs t est égal à ; si donc on fait u = y, 



y\^^y ^ di^'^^^y"^"- ' l^^^'- 



donc Bo est nul si y satisfait à (i) et le théorème se trouve 
démontré. Lebesgue a démontré ce théorème différemment 
(t. VI du Journal de Liouville, i^* série); Delaunay éga- 
lement, dans le même Volume. 
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,( Théorème IL — La variation seconde de V intégrale 

(4) a= jFdx, 

dans laquelle F désigne une fonction dex,y,y=-^f . . . , 

y étant une fonction invariable, ainsi que ses dérivées, aux 
limites de V intégrale, a pour expression 

A|, A2, ... désignant des expressions indépendantes de 
oy, hy^ ... ; d'ailleurs 

A - '- ^'^ 



àirn'' 



La démonstration suivante est encore de M. Heine. On a 
d^abord 

faisons maintenant varier une seconde fois cette formule, 
mais avec une autre caractéristique 8' relative à de nouveaux 
paramètres supposés contenus dans^; nous aurons 

Considérons un terme du second membre 

(5) J -^^ ( r.r'l'yJ-^ l'yi^yJ)dx\ 

rintégration par parties permettra de le ramener à la forme 

— (lyil'yJ -4- o'y'oyJ)dx 

= /a(07'>i 8>y + ay-^j oyj)dx -h fMv' ^'y^'^^ -+- sy ©y ♦■' )dx 

et, par conséquent, à des termes de la forme (5) dans lesquels 
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on pourra supposer i=y ou t=y-|-i; dans ces derniers 
cas, on voit que 

■dû '^y^y^-^ 

et, par conséquent, oo'w se ramène à la forme 



ou 



(6) a5'^=j |^Aoa7-^^(Aio/)4-...-4-^(A«aj«)]o>«r:r. 
D'un autre côté, on peut mettre S' m sous la forme 

Q ne contenant plus tJy^ et d'ailleurs 



12 = 



est Téquation différentielle qui fournit le maximum ou le 
minimum. En diflerentiant avec la caractéristique S, on a 



00 



ou, en supposant û = o, 

oo'w = / oiîo'ydx] 

comparant cette formule avec (6), on en déduit 

(7) 312 = Aooj + ^ { Al 8/ )-t-. . .-4- ^^ ( A„a7«). 

Or on a 

ou = j ildxoy, 

8îtt= ÇçïdxZ^y-^ ClQ^ydx, 
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et, comme û = o, 

O'U = I oiloydx 
ou, en venu de (7), 

d'ailleurs, il est clair que 

(9) A„ = zb ■• r. Q. F. I). 

XVIII. — Application des théorèmes précédents. 

Conservons les notations du paragraphe précédent et pro- 
posons-nous de voir si la valeur de y tirée de l'équation û = o 
rend l'intégrale u, dans laquelle les limites sont fixes, maxi- 
mum ou minimum; à cet effet, il faudra calculer o^u et voir 
si la valeur dey tirée de Û = o rend 8^^ toujours négatif ou 
toujours positif; nous prendrons S^iz sous la forme (8) que 
nous venons de calculer, et nous allons lui faire subir quel- 
ques transformations destinées à mettre son signe en évi- 
dence. 

Soit ùy = V une solution de l'équation où =: o; posons 



07 = fO>, 



nous aurons, au lieu de (8), 

lia =yç^o>|^AoS7-. . .- -^^^ {\nh"')\àT 

et, en vertu du théorème I, 

8^«=y3>[^(B,3y)-...4-^(B„o>«)]rfx 

= -/sy [b, 8'r ' + . . . + -^ ( B,. 3>« )] dx. 

Dans celte nouvelle expression de S'u la quantité placée 
sous le signe / a la même forme que dans l'ancienne, mais 
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elle contient un terme de moins. Quand on connaîtra une 
intégrale de B| Sy -h . . . -f- ^^ ^ (B^ 0'^") = o, on la simpli- 
fiera encore et on la ramènera à la forme 

et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'on arrive à une expression 
telle que 

(10) û*a = / P«o«j"»£/x. 

Or on a (p. 4o5) 



d'où Ton tire 



P'^^i^'^'^-^*---^^"^")'' 



et, finalement, 

8îa= fzt-^^K^dx, 

K^ désignant un carré parfait. Pour que Tinlégrale u soit 
maxima ou minima, il faudra donc que ^ ^ conserve toujours 

le même signe ; car, Kétantarbitraire, si ^ pouvait changer 

de signe, on pourrait faire en sorte, en choisissant convena- 
blement K, que S^M prenne un signe arbitraire. 

Si les limites de l'intégrale u étaient variables, après avoir 
déterminé^ au moyen de l'équation Û = o, il faudrait déter- 
miner les constantes contenues dans l'expression dey par la 
méthode ordinaire des maxima. 

Un mot encore avant de terminer : il reste à montrer com- 
ment on peut intégrer les équations 

(u) 8û=o, ou Ao8j^H- ^ (Aioy)-r... = o, 

(12) Bjo'y-^ ^(B28>'')-4-... = o, 
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L'équation Û = o a pour solution une expression y de la 
forme 

a^ byC^ • . , désignant des constantes arbitraires ; û -+- 8û = o 
sera satisfaite en prenant l'inconnue égale à/-t- S/, et 8û = o 
en prenant pour inconnue 8/*, ou 

àf . . V^. 

-- oa -h -V 06 -i- . . . , 

ôa ôb 

8a, 86, . . . désignant des fonctions arbitraires que Ton peut 
aussi désigner par a, p, .... Ainsi l'équation (i i) peut être 
intégrée sans difficulté. Pour intégrer l'équation (12), on 

renrjarque que, si Zy satisfait à (i i), 8'^ ou — rend constant le 

premier membre de (12); mais on peut prendre 






^ Ob '")' 



cl\ ^', ... désignant de nouvelles constantes que Ton déter- 
minera de manière que la constante à laquelle est égal le pre- 
mier membre de (12) soit nulle, et ainsi de suite. 

C'est Legendre [(1786), Mémoires de V Académie des 
Sciences^ qui a indiqué, pour la première fois, une méthode 
pour distinguer les maxima et les minima des intégrales 
définies. Lagrange est revenu sur cette question dans ses 
Fonctions analytiques. Jacobi a donné ensuite (t. III du 
Journal de Liouville, i*"* série) la méthode que nous avons 
exposée. L'analyse de Jacobi a été ensuite perfectionnée par 
Delaunaj {Journal de Liouville, t. VI, i"** série) et par 
Hesse {Journal de Crelle, i. ot). 



Le Calcul des variations a pris naissance en 1696 à propos 
du problème de la brachistochrone ou courbe de plus vite 
descente, posé par Jean BernouUi dans les Acta eruditorum, 
et en 1697, à propos du fameux problème des isopérimètres 
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{Journal des Savants), qui fut Toccasion d'une longue polé- 
mique entre Jean et Jacques Bernoulli. Plus lard, Euler fit 
connaître une méthode générale pour la recherche du maxi- 
mum des intégrales dans un Ouvrage intitulé : Methodus inve- 
niendi linea^ curvas maximi minimise proprietate gau- 
dentés. Mais c'est à Lagrange que Ton doit la notation et la 
méthode qu'on emploie aujourd'hui, méthode qu'Euler a 
appelée Calcul desvariations, [ Voir deux Mémoires d'EuIer, 
t. X des Noui^eaux Commentaires de Saint-Pétersbourg, 
1766. — Les Œuvres de Lagrange, t. I et II. — Les Nou- 
veaux Exercices de Mathématiques de Cauchy, t. III. — 
Sàrrus, Recherches sur le Calcul des variations (Savants 
étrangers, t. X, 1848).] Parmi les Traités imprimés sur le 
Calcul des variations en français, nous citerons celui de 
MM. Lindelof et Moigno, publié chez Gauthier-Villars. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Trouver la ligne la plus courte que l'on puisse tracer entre deux 
points sur une surface développable. On montrera que la solution se 
ramène aux quadratures. 

N.-B. On trouvera de nombreux développements sur les lignes 
géodésiques dans le 7* Volume. 

2. Trouver une courbe plane de longueur donnée passant par deux 
points fixes, et qui, par sa révolution autour d'une droite donnée 
située dans son plan, engendre une surface minimum. 

3. Si/? est différent de un, et si u est une fonction de j'ij^j, .... ^w, 
et de -^ > -^ > • • • > -^ > homogène et de degré p par rapport à ces 



dérivées, l'intégrale f udx est maxima ou minima quand u est 



constant. 



4. Parmi toutes les courbes de courbure constante que l'on peut 
faire passer par deux points, quelle est la plus courte? 
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5. Parmi les courbes planes qui, tournant autour de Taxe desâ?, et 
qui, passant par deux, points fixes, engendrent une surface de révolu- 
tion d'aire donnée, trouver celle pour laquelle le trapèze limité par 
les ordonnées de ses extrémités et par l'axe des x engendre le volume 
maximum. 

6. Étant donnée une surface S et une courbe C tracée sur cette 
surface, faire passer, par deux points A et B de celle courbe, une 
autre courbe tracée sur la surface, telle que l'aire comprise entre 
cette courbe et G ait une valeur maxima. (La courbe cherchée jouit 
de cette propriété que la projection de son rayon de courbure sur 
le plan tangent à S est constante.) 

7. Trouver sur une surface le plus court chemin d'un point à un 
autre, en rencontrant une courbe donnée tracée sur la surface. (Mon- 
trer que le chemin demandé est une géodésique qui se brise sur la 
courbe donnée en faisant des angles égaux avec cette courbe.) 

8. De toutes les courbes planes passant par deux points donnés, 
trouver celle dont le moment d'inertie relatif à l'axe des x est mini- 
mum. (On achève la solution au moyen des fonctions elliptiques.) 
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Tome IV {suite). 

Pages. Lignes. An tien de Lisez 

39 8 y-3 y-b 

49 19 c'j C'-3' 

68 10 p{p — \)xP-*+,.. p{p—j)XxP-'-i-,.. 

i57 8 en remontant ^p^p+i ^p-^^p 

332 après ou bien à ravant-dernière ligne, ajoutez ces mots : en chan- 
geant o^ en 9„— /i9, et page 333, ligne 4> ajoutez : modifiée en remplaçant 

z* 

X' -h m*y^ — - = o, 

en» ï)^ 

et supprimez les trois lignes suivantes. 



Tome V. 



Pages 
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Ah lien de 




Lisez 
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r 
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35 


3 en remontant 


X' 




y 


47 


5 et 7 en remontant 


dx ôy 




Oy ()x 


00 


7 en remontant 


Qds 
~ P-hQz 




Qdz 

~ p-hqz 


55 


3 et 5 en remontant 


ajouter un moins devant 1 


intégrale. 


^7 


I en remontant 


bd-r\-b'dl 
~ adr^~ a' d\ 




bdr.-hb'dl 
~ adr^ — a'dl 


57 


3 en remontant 


b{r^-c')-b'a- 
~ ab' - ba' 


ç) ^ 


-b{r^-c')-+-b'a-c) 
ab' — ba' 


^39 


2 


également 
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70 
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i-hy'' 
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123 
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